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由 于 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 特 别 有 是 计算 机 的 普遍 使 用 ， 
使 得 理工 科大 学 、 财 经 院 校 对 高 等 代数 和 线性 代数 提出 了 更 
高 、 更 新 的 有 要求。 而 载 科 书 受 载 学 时 数 限 制 ， 只 能 介绍 一 些 
基本 理论 和 基本 方法 。 我们 编写 这 本 书 先 概 述 主要 内 容 ， 再 
”侧重 于 教科 书 中 未 涉及 或 强调 不 够 的 部 分 ， 比 如 本 书 对 广义 
这 拭 阵 、 硼 和 埠 阵 作 了 介绍 ， 并 对 循环 阵 、 堆 堆 阵 、 敌 各 阵 、 
每 等 阵 、 置 换 阵 等 作 了 较 系 统 的 叙述 ， 

全 书 共 分 十 一 草 ， 它 们 有 是， 行列 式 、 线 性 方程 组 .矩阵 、 
多 项 式 、 线 性 空间 、 特 征 值 和 特征 向 量 、 二 次 型 、 起 阵 的 几 
种 标准 形 、 线 性 变换 、 欧 氏 空 间 与 相 空 间 、 广 义 弟 矩阵 与 形 
短 阵 。 本 书 每 节 按 内 容 提 要 、 答 疑 辅导 、 题 型 归 类 三 部 份 编 
写 、 夯 人 草 有 一 节 综 合 题 ， 

本 书 收 入 了 五 大 生 【〈 电 大、 对 大 、 职 大 、 夜 大 、 自 修 大 ) 
试题 ， 以 及 国内 外 (中 、 美 、 苏 、 日 、 澳 ) 研究 生 试 题 和 数 . 
学 竞赛 题 。 我 们 在 研究 成 千 上 万 个 各 类 试题 的 基础 上 ， 花 了 
很 大 的 精力 ， 对 它们 作 了 双向 归纳 。 一 及 对 题 型 作 了 归纳 ; 
一 是 对 每 一 题 型 的 各 种 不 同 的 解法 作 了 归纳 ,不 仅 可 使 初学 
者 对 高 等 代数 方法 ， 太 一 个 较 全 面 和 系统 的 轮廓 ， 而 且 对 数 
学 方法 的 训练 也 有 一 定 的 帮助 ， 

本 书 特 点 是 内 容 新 ， 观 点 新 ， 针 对 性 强 ， 才 应 面 广 . 
因此 可 供 各 类 大 学 本 科 生 、 专 科 生 、 研 究 生 和 教师 参考 ， 也 . 
可 供 其 它 科技 工作 者 阅读 ， 
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第 -- 章 行列 式 


$1 定义 与 性 质 


人 一 ) 内 容 提 要 
， 由 I.2.… …% 组 成 的 不 同 的 ”级 排列 共有 %1 个 ， 


其 中 奇 排列 数 有 -2 个， 个 排列 数 也 是 -一 个 . 


2. 任 一 2 级 排列 和 和 …? 时 可 以 经 过 直上 次 两 两 对 换 
变 为 自然 排列 1 2 … %， 而 且 t 与 逆序 数 Ya ?1 … ?9) 具 
3. TH NR--1 .2 1)=(-~ 1D) 

4， 设 4= (4,,) 为 % 阶 方 隆 ， 则 

| 有 A=14'|= 这 (- 1) Tt) 1 yes, Gay 
= S-Di g, Ga 0 
一 >/( 一 了 rt ， 


Ql 间 6 0 
Ca2 = Qs 一 | 2 
0 : CC 机 ‘Cn 
* b, / 0 bi 
DD bb =)| .. 
Ip, 0 5。 #| 


6. 若 行列 式 某 两 行 ( 列 ) 成 比例 ， 或 者 某 一 行 ( 列 ) 全 为 
要 则 行列 式 等 于 


7. 把 两 行 ( 列 ) 互 换 ， 行 列 式 值 反 号 . 

38。 行列 式 可 按 某 一 行 ( 列 ) 展 开 ， 即行 列 式 等 于 某 一 行 
《 列 ) 元 素 与 其 相应 代数 余子 式 之 积 之 和 ， 

行列 式 可 用 拉 普 拉 斯 公式 展开 ， 


a 1 0 tb 


"bb, + ob. se 
其 中 … 部 分 在 等 式 两 边 不 变 . 

10. 把 某 一 行 ( 列 ?的 倍数 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上去， 行列 式 
信人 不 变 . 

11. 一 个 数 乘 行 列 式 某 一 行 ( 列 )， 等 于 此 数 乘 此 行列 
这 。 

(二 ) 答疑 辅导 

1. 行列 式 通常 有 哪 几 种 定义 ? 

答 ”通常 有 以 下 六 种 定义 : 

(1) 2 阶 方 阵 4= (ay) 的 行列 式 |144| 指 的 是 一 切取 日 对 
的 不 同行 不 同 列 的 % 个 元 素 的 乘积 

GC1y ,027…0Gay。 ( 工 ) 

的 代数 和 (7172… jr 是 了 2,….% 的 一 个 排列 )。 当 7472…Jw 
是 假 排列 时 ， 项 (1) 带 正 号 ; 当 它 是 奇 排列 时 ， 项 (DD 带 负 
号 ， 

(2) % 阶 方 阵 和 = (6,y) 的 行列 式 14| 指 的 是 项 (了) 的 


遇 当 他 , 午间 和 ， | en D, 丰 浊 二 


代数 和 . 当 2.(Ji7a…7j)>0 时 ， 项 (了 带 正 号 ; 当 2,(J19 


…j7)>0 时 ， 项 (也 带 负 号 ， 这 里 9,(j1ja…j) 二 C9:- 
7 站)， 且 规定 01(1) >0. 

(3) % 阶 方 阵 4= (4,y) 的 行列 式 指 的 是 项 (了 D) 的 代数 
和 。 项 (]) 的 符号 这 样 确定 ， 逐 次 对 换 4 的 两 行 或 两 列 ， 把 


2 


项 (J) 的 % 个 元 素 移 到 主 对 角 线 上 时 ， 如 果 新 作对 换 的 个 数 


是 个 数 ， 这 项 带 正 号 ! 所 作对 换 的 个 数 是 奇数 ， 这 项 带 负 
号 . 

(4) % 阶 方 阵 和 = (@,s) 的 行列 式 |41 是 运 合 下 列 条 件 的 
一 个 函数 : 

1) 14 是 么 的 每 列 的 线性 函数 

2) 当 和 有 两 列 相 同时 ，j4| = 

3) 当 ar 一 工 而 wy 一 0(xyJ) 时 ，|4| = 二 

(5) 逐次 用 一 行 或 一 列 的 信和 数 加 到 为 一 行 或 一 列 ， 把 % 


阶 方 阵 4= (a;) 化 成 对 角 阵 ， 记 主 对 角 线 上 元 素 为 %1, 6&2. 


On 则 |A] 一 gade…as. 


(6) 一 阶 方 阵 的 行列 式 定义 为 这 个 方 阵 的 元 素 本 身 . 设 


锡 - 工 阶 方 阵 的 行列 式 已 经 定义 ， 则 多 阶 方 阵 4= (Gy) 的 行 


列 式 j]41 定 义 为 
14A1 = Mi -0 Myton + (CC- Drio lM, 


其 中 MM,s 表示 划 去 4 中 第 : 行 和 第 j 列 剩 下 的 %- 工 阶 方 阵 


:的 行列 式 . 

以 上 6 种 定义 是 等 价 的 〈 见 [31J) ， 

2. 下 面 等 式 对 不 对 ? 
@+ob ct+d @ 5c b 4d 
入 十 各 8+t =| 。 + +t |* 

答 ”一 般 不 对 .正确 应 拆 成 4 个 行列 式 之 和 ， 即 

原 式 左 嘱 = / 
@ CC G dad bc b 
,|+| ， | +|。， +| ,| 

(三 ) 题 型 归 类 

1， 计 算 逆序 数 


例 1 设 Z(2122 Ln) 一 心 ， 求 T(2nzn 12221) 


解 ” 取 两 个 固定 的 和? , 则 它们 在 且 仅 在 下 面 两 个 排列 


12 或 bah) 
之 一 构成 逆序 数 ， 因 此 
T(zita…2n) 十 Tin iti) = CY}. 
由 假设 ， 则 ri 一 C2 -8, 
2， 用 定义 (或 性 质 ) 直接 计算 或 王 明 
例 2 试 证 ，% 阶 行列 式 中 有 零 元 素 的 个 数 如 果 多 于 %? - 
2 个， 则 此 行列 式 等 于 零 . 


证 ”每 个 % 阶 列 式 由 %? 个 元 素 组 成 ， 如 果 其 中 零 元 素 
多 于 ?2 -和 个 ， 则 非 零 元 素 的 个 数 少 于 名 个 。 则 此 行列 式 . 


中 至 少 有 一 行 (或 列 ) 为 等 ， 故 这 个 行列 式 寺 于 0 . 
例 3 ”讨论 下 面 两 个 行列 式 的 关系 : 

他] ] a On 

D, = 


ni *** nn Ql Win|. 

解 ” 将 Ds 的 最 后 一 行 逐 次 与 上 行 交换 ， 经 %-1 次 换 
到 第 1 行 。 再 将 新 行列 式 的 最 后 一 行 ( 即 人 DD; 中 原来 倒数 第 2 
行 ) 逐 次 与 上 一 行 交换 ， 经 % -2 次 换 到 第 2 行 。 如 此 继续 下 - 
去 ， 直 到 得 出 Di 为 止 ， 共 交换 次 数 为 


(1% -了 +(2 -2 人) 十 … 十 2 十 工 一 


n(n—1) 
2 


nm-1) 


D,=(-1) > D. 


$2 计算 行列 式 的 方法 


(一 ) 内 容 提 要 | 
计算 行列 式 ， 方法 多 ,技巧 大 . 但 也 有 一 定 规律 可 循 . 


‘4 


要 贞 


其 基本 思路 是 ; 化 零 ， 降 阶 ， 灵 活 运 用 性 质 和 一 些 公式 . 

基本 计算 方法 我 们 将 在 下 面 题 型 归 类 中 介绍 . 

(二 ) 答疑 辅导 

1. 行列 式 有 哪些 降 阶 定理 ? 

答 。” 有 下 面 几 个 

(1) 第 一 降 阶 定理 (Schur) 设 4 和 咏 分 别 为 即 阶 和 全 
阶 方 陆 ， 则 

四 Bb -{ 7 “|D- CAT1B| ( 当 委 可逆 时 ) (1) 

CC 1D1:1|4- BDC| ( 当 侣 可 逆 时 ). 

公式 (1) 的 证 明 ， 由 下 面 两 个 等 式 两 端 取 行列 式 即 可 ， 


E 0、4 B、 /4 B 
(ca so)(c p)=(0 六 ea) 
E -BD-')\ A EB A-BD-'C 0 
(0 EF 儿 c Dp)=( C 站 
(2) 第 二 降 阶 定理 设 即 阶 可 道 阵 4 和 了 称 阶 可 闭 阵 只 ， 
B 和 C 分别 为 %xm 和 mx% 阵 ， 则 
ID- CA-'B| = -414- BD-1C|. (2) 
公式 (2) 可 由 公式 (1) 直接 推 出 . 
(3) 第 三 降价 定理 ” 设 %* 阶 方 阵 和 = (6,y) 的 某 一 个 
阶 顺 序 主子 式 A 不 0， 则 


41 =|S|1/Ay™"-. (3) 
其 中 
Se 
心 一 : : 称 为 Sylvester 第 阵 
stl “dss 
1 2.. A 
-一 2 二 此 十 1, see 4 
Ou ) A(1 2 pj) ， .( 


dbo 


2 
自生 大 


1/2* 


J: 列 作成 的 子 矩 阵 . 


我 们 来 证 明 (8) 式 . 将 4 分 块 为 


1 
4(] 


9 “A 
9 .kk 


C 


则 由 第 一 降 阶 定理 


1 4 = A: 


今 


1 
: :， 一 4 


p41.., 
4( “) - 
k+l...% 


则 由 第 二 降 阶 定理 可 得 


iy sl1—= Ors! 


A 


Ars 


EE 


4 


类 似 可 让 
6 


Oct+l1 


一 Or A( 
1 2...k 
) 


] 2...k 


] 2...k+1 
1 2...k+1 


| 


9. - 
,) Bis 


Gel 


-Ee 


了 
“=A 


则 由 (5) (6). (7) 式 得 


~ 了 一 天 十 工 ,了 2) ( 7 )… 


(4) 第 四 降 阶 定理 “ 设 4. B.C,D 均 为 % 阶 方 阵 , 且 4C- 
=CA， 则 


及 | AD-CB 
C 门 | 一 | | ， 


证 明 见 本 书 p.93 第 三 章 84 例 1. 


ee 2 什么 叫 爪 型 行列 式 ? 
v 答 ” 形 如 
0 (0 候 ， 
0 Cs 
D= | 5 cs - 从 
。 ， 
: | 
bs Cn | 


的 行列 式 称 为 爪 型 行列 式 .… 按 第 1 列 展开 ， 可 得 


六 
1) 一 人 CeCas 一 GDoC3a…， Cs tm DBDCar Crp1 Cs oe 


t= 
3， 什 么 叫 清 梯 型 行列 式 ， 
答 形 如 

[Gy Ga Wn! | 
本 01 bi | 
- D.= “. me 下 
. ， Da_z 一 ~、 | 
| | / 


行列 式 称 为 滑梯 型 行列 式 . 
当 bibs:0,_1=0 时 ， D, 可 以 降 阶 算出 。 
当 bi102'..0, 和 0 有 时， 则 
D, ~ m0 102°"* Ds,_1, (83) 
其 中 R04 六 十 arp pe ~ 十 《一 二 


上 面 (8) 式 的 证 明 ， 只 要 以 D。 第 % 列 的 - “"-! 们 


一 


加 到 第 nv- 汪 列 ， 再 以 第 %-1 列 的 - pe 第 2 
列 ，…， 最 后 以 第 2 列 的 -站 倍加 到 第 1 列 ， 即 可 证 明 . 


4. 什么 叫 三 对 角 行列 式 ? 
答 ” 形 如 

la b. ] 

D,= Cc, a.. :bb 


| ce a 
的 % 阶 行列 式 称 为 三 对 角 行列 式 。 则 
(C+TJA) "II- (a-V A) 
A 
(m+ 了 (后) 3 人 二 0 时 
其 中 和 =a?-~ 42c。 下 面 来 证 明 (9) 式 (南京 大 学 研究生 入 
学 试题 ) . 令 a, 6 是 必 -azs+bc=0 的 两 个 根 , 再 将 D* 
按 第 J 列 展开 得 
D,=aD,;- bc = (a+B)D,-1- aBD..: 
六， 一 BD,.1=a(D,.! ~ BD.,-.) 一 CQ (D.,.， GD。 3) 
— oa"?2(D,- BD)=a’ (I0) 


(9) 


类 似 有 
8 


D.-aD,i=pB". (1)) 
当 Aws0 (aseB6) 时 ,由 (10)，(G) 解 出 
Da (+VAR or (TAR 
a—pB D+i /A . 
当 人 =0 (a=B6) 时 ， 则 ( 芋 ) 式 为 
D,.=aD,.1+a"=a(aD,s+a'-!) +a" 


= e+Dw= (e+ 了 (号 ) 
5。 什么 叫 循环 行列 式 ? 浊 


和 答 ”有 形 如 
~ dl to ua 血本 二 Un 
v DD ,= Us Cl U2 Un-1 : 


da da3 Co OI 
的 行列 式 称 为 循环 行列 式 。 则 | 
/ D,=f (81)f (es)*…f (8;) (12) 
其 中 (8) =a1 二 Qt 十 … 十 qa" hi 81， 84 为 仿 -] 的 全 
部 根 . (32) 式 证 明 见 p.101 第 三 章 和 5 的 答疑 辅导 5。 
6， 什么 叫 反 循 环行 列 式 ? 


答 形 如 
ai dz las dan 
一 Cn al C2 和 Ge, 
、 , D,= | 1 
一 Ci 一 Cr CI Gn-2 
一 人 人 。 
的 行列 式 称 为 反 循 环行 列 式 ， 则 
: Ds=f (0)f 02). f (nn) (18) 


其 中 f (8%) 一 0 二 GZ 十 十 Ga0 而 9 7a 为 2" 十 工 的 
全 部 根 ， 此 式 证 明 类 似 于 (12) 式 . 


7. 什么 叫 对 称 行列 式 ? 
答 形 如 


a Ga .1 , 
的 行列 式 ， 称 为 对 称 行列 式 . 
当 w= 二 4 时 很 容易 算出 D. 
当 wg (2 二 1 了,2,..….%) 肝 ， 则 
D= 1 (0 (1+ 3 3s,) (14» 


i 立 人 市直 二 好 


0 wa a -la 0 0 
一 0 7 2 n == ~] Wii— Ud | 
Pr _] ‘pa 


ee 
成 为 爪 型 行列 式 。 则 由 上 面 已 知 公式 即 可 证 得 (14) 式 . 
8。 什么 叫 柯 西 (Cauchy) 行列 式 ? 


答 ” 形 如 
1 居间 前 J 1 0 , 
| Qi+b) Ci 十 0 
D ,= | 
; 1 
了 1 
| Cn 十 b) a + 如 


的 行列 式 ， 称 为 柯 西 行列 式 。 则 


D.= (ab) bo) /TL Tr Gatb). 
让 < < 14=1 f=1 
(15) 


(15》 式 证 明 方法 是 ， 从 D, 的 第 1 行 提出 因子 己 二 忆 
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再 将 第 ] 列 分 别 乘 以 -训导 5 《1=2,3,…,%) 后 ， 再 分 别 
加 到 第 2, …,% 列 ， 得 


1!1 (gs — a1) (0, — 01) 
DQ=——t:2 DD,.,. 


于 Gat+b) I Gartb) 


然后 用 递 推 方法 可 得 (15) 式 . 
9。 秆 么 叫 柯 西 一 皮 内 (Cauchy 一 Binet〉 公 式 ? 
答 ” 柯 西 一 皮 内 公式 叙述 如 下 : 设 和 4 是 %xm 阵 ，B 
] 2 ... 1%/ 


是 名 x% 阵 则 
了 23 ...% 
A 
(Gy fs, ~" 7 。 ) 
当 条 守信 


0 当 之 人 0 


下面 来 证 明 . 当 % > 和 时 ， 由 第 一 降 阶 定理 
EB 

_40 

将 (46) 式 左 端 行列 式 用 拉 普 拉 斯 展开 ， 按 它 的 最 后 % 列 
展开 ， 任 取 色 行 所 成 的 名 阶 子 式 中 ， 至 少 有 %》*-m 个 行 全 


为 等 ， 从 而 14B|=0. 
当 % 所 Ww 了 时， 对 有 4，B 分 块 如 下 


A= (Ai, A,) p= (5) 


其 中 4-4(12 2) 1-8(] gm) .全 权 


为 mm 阶 单位 阵 ， 考 虑 如 十 2 阶 行列 式 


8 (” fe … 站 


了 


|45|= 


=10- (~A2BI=148| (46) 


全 1 


| - A -4 0 | . 
不 难 算出 1B, | 在 D 中 代数 余子 式 为 


中 0 to 1 
> [K+ (m+ rE) ] mn 
(~ I)! _ A， -有 44， 
1 mn 0 bn 
=(-D™ a a 


内 
STC(m-%+k) + | > 
=(-D"™"( -DD | -A Be = 
=|All. . 


要 想 按 人 式 右 端 后 % 列 展 开 ， 还 需求 任 一 ?* 阶 子 
BY 将 行列 式 Dn 的 子 
式 Bo "AT 行列 式 ”| 
块 ( 恕 ",B) 中 第 有 1,f2，…,7s 行 ， 依次 调 到 第 1,2,.…,% 行 
的 位 置 ， a 4 的 第 加 ,…, 加 列 依次 调 
到 第 1.2.….n 列 的 位 置 ， 则 得 


加 i B, i 
D=| 0 E..»B'! . (18» 
-4 -4 0 和 
| 2 "1 fi 72 jn 
4-40 7 ) al - 
其中 f1 fo 了 1.2 ) 


接 上 面 证 明知 154 | 的 代数 余子 式 为 1 人 | 。 故 得 证 


i | jf fo 
A 1 … 1 ) | 6 ( 2 2 ) 


AB|=Y 
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(三 ) 题 型 归 类 
行列 式 的 计算 方法 ， 常 可 分 成 下 列 诸 情 形 ， 
1. 化 成 三 角形 四 

例 1 (天津 师 大 研究 生 入 学 试题 )》 计算 


| Xi- Mm 02 4 
D,- Og 名， 
2 Ra ,NN 
解 ” 将 各 列 加 到 第 1 列 ， 并 提出 公 因 子 得 
， 1 3， “人 
D,= (全 2 0 


1 Ys " _m" 
了 Xo + 
=(SWw-m) 0 -m... 0 
0 0 . -m 
i n—lmn—l 所 、_ 
一 (一 了 1 (> 0 m). 
2. 将 一 行 ( 列 ) 的 倍数 加 到 另 一 行 〈 列 ) 


例 2 计算 
1 2 “1 


| 
D,— 2 3 四 十 了 / 
Rm 
解 ” 从 第 m%- 了 工行 开始 ， 将 上 一 行 的 (~1) 倍加 到 下 
一 行 ， 得 


了 有 从 

一 一 - 
万 = 了 了 到 由 者 了 =] 1 当 n 2 时 

司 生 昌 硬 十 旺 惠 和 和 考生 电 0 0 12 汪 负 肝 ， 

. i i 硬 师 闪 3 


3. 


秽 3 计算 
1+gy 了 十 21 … 荆 十 10。 | 
D.,= 1+ 1+ wy 1+ ey. | 
+ wy I+ way, ee + eye | 
` 解 ”将 第 1 列 的 《 -1 了 ) 倍加 到 其 它 各 列 得 
了 + wy WiYe Yi) 1 WY — YY) / 
D,.= |1+w2Yyi Te (ya — 320 “ Ze (Ye yD 
| (1+ way 多 p(s - yD) 人 sg ~ 订 
D = 人 (% -zy) 当 2 
0 当 包 盖 2 时 ， 
3， 加 边 著 〈 升 阶 法 ) 


例 4 〈 郑 州 大 学 ， 间 计算 
| ] 十 G1 | ne 1 


人 ,一 2 2 二 + as 2 
\ 从 n 和 2 十 Cr 


其中 aircaz…pass0， 


解 

】 | 1 

0 l+a! i J 

ae 一 0 2 2 二 as 2 

; 0 1 多 十 Ga 

了 了 i 1 ) 

1-9 0 4 0 ， 

0Q .0 a 


EE 


将 第 二 列 乘 2- 第 3 列 乘 地 ，…， 第 m+1 列 于， 缠 
统 加 到 第 1 列 得 


An= | 
. : 
| 人 
| | 
| . 
| 
| 


1 2 二 
= (14 二 人 a 


例 5 计算 
了 了] 了 ] j 
Do a bce d 
med 
a pi Co Ci ， 
- 解 ” 示 加 一 行 一 列 ， 得 
了 了 jj 


DO dd YY 
f (2)= ,a b? C2 dz / 
‘a bs Cc? da ws 
a b’? ct ds wt | 
按 最 后 一 列 展 开 ， 得 
1 (72) 一 45504 十 40 十 40 十 435 十 di5。 

其 中 -4， 为 行列 式 了 (Z) 中 第 了 行 第 了 列 元 之 代数 余子 式 。 
特别 PD= - 4,;. 

由 范 德 蒙 行列 式 

Asxr= (0-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d- 6b)(d-o). 
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又 GD=TFO)=Fc)=fO) 一 0， 


散 @@5cz 是 F(z) 的 和 个 根 . 不 纺 设 它们 下 不 相等 ( 委 则 


立 吧 可 得 D 0)， 由 韦 达 定理 有 
A:s_D 


+bi+co+d= -= 
十 D 十 本 A 
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D=(g+b+c+d) (6 -a (c- 0) 
(4— a)(c- 06) (4 -06) (do). 


44. 拆 成 两 个 行列 式 之 和 


例 6 《安徽 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 计 算 


TYY ey 


|zZz8 ok 


解 ” 将 第 % 列 写成 两 项 和 : 


yy 一 7/ 二 0 T=y+ (7—y) 


则 吕 . 可 写成 两 个 行列 式 之 和 
D,=(x-y)D,_i+C 
其 中 
Ty yy zz yy 
p27 1 zz-r Ty 
Z 必 zy | 2 一 2 2-Y 


一 (一 TD 1 | 人 
2 7 2—-Y z—Y 


2 


这 6 


(1) 


从 倒数 第 二 行 开始 ， 每 一 行 的 (- 力 以 加 到 下 一 行 则 
[2Z2-~77-1 0 .0: 90 


0 z-27Z7-y… 0 0 
C=(- J)"tly oo ems ssote eos elonne enns 
z 0 0 0 2 Ty | 
0 0 U (0 z-z | 
C=Yy(7~ 2)"!, 
代入 (了 D 式 
. D,=(z- yD,_1+y(r- 2)"!. (2» 
类 似 可 得 
~ D,=(7-2)D,_1+z(r ~ y)"!, (83% 
‘ 则 当 y 夺 z 时 ， 由 (2)，(3) 可 解 得 
万 = Y(7— 2) 一 2CZ 一 8) 
2 一 多 
当 y=% 时 ， 直 接 从 原 行列 式 可 算出 
~ D,=[z+ (Dy) 
pb. 表 成 两 个 行列 式 之 积 
例 7 计算 
让 bp 5c ‘| 
DD -bb a-d cl 
一 地 d a 一 性 
-dd -ce bb a 
: 解 令 D=|14}， 由 于 D=|4' 


a 56b C d 0o-? —c ~d 
— 一 | _c. 
Da b a -4d 5c | 2 0 4 -ec.: 
-Cd a~-b|, 
-oO b a dad Cc -bo a 


= |diag(6,6,6,6)1= (a?+02+c?+ 4d2):, 
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.… D= (@+ b+ c+ ds)?, 
其 中 人 = @ 十 22 十 02 十 02 


例 8 《厦门 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 多 项 式 
了 (2) 一 0008 十 G128 十 十 Go 1 十 Gs (a, 3e 0) 
的 Le 个 根 为 CC2 Ca 称 


P=0" 1 (a 一 0a)’ (I) 
为 有 (2) 的 判别 式 ， 证 明 ， f(z) 有 重 根 的 充 要 条 件 是 


I S| oe Bn | 
i Sl 2 *"* Sn 
N= | =0 (2) 
二 中 刘 和 和 
Sal Sn Son-2 
其 中 sec=ai+as 十 十 aa (k=0,1,2,..). 
证 因为 
1 i 和 1 上 0! 市 酝 委 CE8 一 


-1 | 
Ny Ci Co | 1 a, .. os | 


| 
| 
[| | 当 击 各 二 妆 归 志和 旬 委 是 南 币 剖 和 各 和 和 | 


Ql 2- or-1 ] os + Aan 


1 二 二 关 


办 而 可 证 了 (zx) 有 重 根 的 充 要 条 件 是 人 =0. 
6。 作 辅助 函数 或 辅助 行列 式 
例 9 (上 海 交 大 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 色 为 一 正 整数 ， 
Qi, 09",ls 为 亿 个 实数 ，f1(7),…， fa(7) 为 1 个 次 数 不 大 
于 %-2 的 实 系 数 多 项 式 ， 求 证 
| 二 (eu … CQ) 
: .=0, (1) 
fa) … falan), 
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证 “ 当 ci, cs，…， as 中 有 两 个 数 相等 时 ，(J) 式 显然 虞 
祥 . 今 设 它们 互 不 相等 ， 作 辅助 行列 式 

[人 四 (93》 … 太 (Go) | 

六 (7) 一 :i 

fox) foalas) o. f(a) 


用 反 证 法 ， 若 让 (x)*0 则 3F(z) 志 nn -2,， 但 它 有 % -1 个 不 
同根 为 a2 …', as， 才 盾 。 从 而 F(x)=0. 这 样 特别 有 


fila) Fi Go 


Fd 1 :=0 
| fa C01) (02) Ga 


1?. 分 离线 性 因子 


例 10 计算 
1 1 2 > 
门 23-7 < 1 
81 


2 3 19-z? 


解 ”将 7= 土 1， 土 2 代入 ， 易 知行 列 式 值 为 0。 改 户 合 
有 4 个 工 次 因 式 : 
(TX~1), B+1), (~—-2), (TY+2) 
需 可 设 
D=A(s— 1) (+1) (2 -2) (+2). (1): 
令 7=0 代入 (DD) 式 两 端 ， 可 算出 和 44= - 3， 所 以 
D= -8(7-1) (r+1) (2 -2) (r+2). 
3。 归纳 法 
例 10 证 明 ， 当 a mw ! 寺 


19. 


| 2cosa. 1 0 ... 0 
| 


0 
| 1 2Ycosa | ‘0 0 0 | 
D,=| 0 | eaosa 0 0 | 


~ sin(W+ Da 
Si 
证 当 %= 工 时 ， 结 论 显然 成 立 . 
归纳 假设 结论 对 所 -上 成 立 ， 则 
D, =sinka/sina, 
当时 ， 将 DD, 按 第 一 行 展开 ， 得 
D,—=2cosaD, ,- D, ,= nth 


sino 
结论 对 大 也 成 证 ， 从 而 对 一 蕊 自然 数 成 立 . 
9 递 推 法 
例 11 (广西 大 学 ， 兰 州 大 学 研究 生 入 学 试题 》 计 算 和 
阶 行列 式 
| Cost | 00... 0 .0 
1] 2cosg 4... OU ... 0 
D.,= 


0 0 0. 1{ 92cosp 
让” 按 最 后 一 行 展开 得 
D,=29cos0D,.1—- D,.,. ‘1) 
伪 a+ B=2c0s0，aB= 二 1， 则 
D,= (a+ 8)D,.1 ~ oaB D,_s, 
D.- aD, 1=B8(D,,- aD,.,) : 
= = 8"-?(D,- aD,). (2) 
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用 yy 


Fe 


D,=2c0s:0 - 1=co0s20, D|=cosd. 


D.=aD,_1+B"-?(cos20 - acos0) (3) 
D,= BD,.+a?(cos20 - BecosO0) - (4) 
La， 为 根 作 人 2 次 方程 
y* ~ 2cos0 y+1=0, (5 ) 
判别 式 和 A 一 和 cos2 -4 


1) 当 cos 9 二 1 时， 由 (6) 知 4=B6=J， 则 
D.=D,. =.…=D,=1 
2) 当 cos0=-~-1 时 ， 由 但) 知 4=6 二 -1， 则 
D,= -Di="=(-D)" 7 DD=(-H". 
3) 当 cos 0 圭 土 上 有 时， 人 在 0 则 & 守 86， 由 (3)，(4) 解 出 


D,= 8B" (0s20 -acosb) ~ 0 (cos20- Becos dt) 06) 


BB-a 


但 由 (8) 式 解 出 


a= ee'°, 司 一 电 


从 而 由 (6) 式 算出 


DD, = cos ne 


综合 上 述 三 后 ， 总 之 有 D,=cosn0. 


10。 借 方程 (或 方程 组 ) 定 值 
例 12 (天津 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 计算 


la, a: di ”QT 
Dy 1 a, ai 0 2 qs 
as 一 ， ， . : 
' 。 = | 
las On 
解 ” 作 线性 方程 组 
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ZI 十 Ci02 十 QZ 十 十 02-17s a" 
| (1> 
Xi 二 OaToT+ O27 二 -lr 二 0 


3 Gl, to, “es Un 中 有 两 个 相等 有 时， 显然 D.,=0, 因此 可 设 CI， 
xn 互 不 相等 ， 则 由 克 菜 姆 法 则 


ra (2) 
其 中 玉 , 为 (I) 的 系数 行列 式 ， 由 范 德 蒙 行列 式 
V, =11(a -ay) (3) 
再 作 方 程 
1 一 Tt 一 Tt 一 一 0 一. (4) 
则 由 (1) 知 方程 (4) 有 % 个 根 a1,42z,…,4a,， 由 书 达 定理 
Xs 二 G1 十 Qo 十 十 Qn, (BX 


将 (38)，(5) 代 入 (2)， 算 得 
D,=(q+ast++as) HT (a,-a,). 


[si < 站 


Il， 降价 法 
例 13 设 % 宇 2，ala2…as 夺 0， 计算 
0 di 十 (a G1+ dn 
/1)》 一 ， 2 a 0 机 et a 
aoaos+e 0 
-2a a 1 
A= C= 
-2Dan/， cn 1 /， 
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$e 


则 | 
D.,= A+CEB| z 1) 
其 中 马 为 二 阶 单位 阵 。 由 第 二 降 阶 公式 
D,=|A|l.|IE+DBA-'C|. (2) 
但 人 
| 一 《一 人 gid2"** Gn 
， ， - it } 
1- 人 9 A C， i 
e+BA-'C|= 1 ,, 
-22% 1-2 
=(-2)- 并 -2)2- 衬 习 公 | 


yal tt Gs 


。。 D.=(-2)2oa| (wm-2):- 轩 加 |. 


83 综合 是 


例 1 试 列举 一 些 行列 式 在 中 学 数学 中 的 应 用 。 
解 (1) 曲线 方程 可 用 行列 式 表示 。 
1) 平面 上 两 个 不 同 点 (x1, 妇 ) 和 (zs, 久 )， 其 直线 方程 


x yy 4 
本 y! 4|=0. . ‘1) 
| x y: 1 
因为 ， 若 直线 方程 为 
Ar+By+C=0 
Azi+BY+C=0, Ar,+ By:+C=0 
在 上 述 8 个 方程 中 ， 把 A4，B,C 看 成 未 知 数 ， 有 非 稚 
解 。 从 而 系数 行列 式 必 等 于 0， 即 证 (1) 式 . 
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2) 过 空间 不 共 线 HY Ea 局 (2Z1， Yi, 21), (X2, Ys 22) »: 


(Xe, Ys, Zs) 的 平面 方程 为 ; 
i% 2 2 | 
Yi 2 1 
: 1 Yi1 21 0, 2) 
2 zy Zz» 1 
: Ta Ya Za 1 


3) 对 平面 不 基线 的 三 点 (2 2) (Wo,Y2)， (Wa, Ys) 
的 圆 的 方程 为 ; 
w+ TY 
203 十 213 a yi 
v2 + Y2 we 2 
w+ YE wy 
因为 ， 设 圆 方程 为 
(22 十 92 Aw+BY+C=0 
(03 十 93) + Am+ BY+C=0 
(Ww2 十 92) + Ams + BY,+C=0 
(w+ Y3) + Avs+ BY,+C=0 


km 


上 述 方 程 中 把 1， 有 4，B,，C 看 成 未 知 数 ， 有 非 零 解 ， 所 以 系 


数 行列 式 等 于 0， 从 而 (3) 式 成 立 . 


4) 过 平面 上 5 个 点 (W191)，…， (ws;Ys) 的 一 般 二 次 


曲线 方程 为 
ww wy yy vo yy! 
wi VY YI TY 1 
: 1 wiy1 Y1 1 Yi =0. (4): 
[wo3 wys YE ws Ye 1 
这 只 要 设 二 次 曲线 方程 为 
422 二 BoA+L22 二 DOTE2+ 一 0 
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重 3 


并 将 5 点 代入 ， 由 系数 行列 式 等 于 0 可 证 (4) 式 ， 

(2) 求 面积 . 

1) 以 8=asi+ayjtqk 和 5=0,i+b,j+bk 为 边 的 
平行 四 边 形 面 积 为 


ft 7 k 
S=|| a, a, a,| (5) 
b, b, b, 
(5) 式 右 端 外 面 两 条 竖 线 表示 向 量 的 模 ， 里 面 两 条 表示 行 


列 式 (下 同 ) ， 
2) 以 空间 三 点 (8W1,Yi,21)， (0a Ys,22), (Va, Ys, Zs) 
为 项 扩 的 三 角形 面积 为 
1 7 k 
X2 一 Vi Yo~ YY V2— Yi 


1 ， 
8S 一 可 (6) 


Tas— TI Ya Yl Us 一 VCl 
3) 以 平面 三 点 (2 2) ，(2 ,ya)，(0s ys) 为 项 所 的 

三 角形 面积 为 

21 2 J 

Oo Ya 

ws Ys 1 


其 中 正 号 或 负 号 视 行列 式 取 值 正 负 而 定 。 当 行列 式 值 为 正 时 
取 正 号 ， 否 则 取 负 号 ， 以 保证 面积 值 为 正 或 0 (下 同 ) . 

4) 以 平面 上 四 点 (W191)，(%2,Y2)， (Ya, Ys), (04 24) 
为 顶点 的 任意 四 边 形 的 面积 为 
2 十 2 3 十 2 ] 
22 十 25 2 二 2 1 
2Z3+24 Yst+y 了 | 


S= 廿 襄 (7 ) 


3 一 土 村 (8) 
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这 只 要 证 有 明 ， 设 平面 上 任意 四 边 形 的 三 边 形 的 三 边 中 点 
为 (a1,01), (Ca ,pz)， (aa ,0as)， 则 其 面积 公式 为 
ay DO 工 | 
gas bo 1 (9) 
aa bs 1 | 
则 由 (9〉 式 立即 可 证 明 (8) 式 . 

(3) 求 体积 

1) 以 向 量 4 二 si 十 4, +ask， b=bt+to, +b.k, 
C=cot + cyj +Cskk 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 为 
ds Udy ds 
b, b, b, 


C 


D1 二 十 22 


C， 5C。 


2) 这 空间 四 点 (%1,Y1,21), (242 24 为 顶点 的 四 
面体 体积 为 


卉 电 


w1 y1 Zi 了 
2 2。， 1 
= 十 二 (11) 
oa Ys za 1 
wa 2 2 1 
(4) 共 线 和 共 面 


1) 平面 上 三 点 《2 2， (ez)，(2s ts) 共 线 的 充 
要 条 件 是 
xX! Yi 1 
x 2 | 
Za Ys 1 
这 由 (7) 式 可 得 ， 因 为 共 线 的 充 要 条 件 是 面积 为 0， 

2) 空间 四 点 (如 ,81) (W442Z4) 共 面 的 充 要 条 
件 为 
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一 0 (12) 


Ed | -| 


| ~0. (18) 


| Wa Ya Z3 
[a 2 2 J 
例 2 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 开 由 条 件 
F.=PF,_ +F,., (n>8), Fl=1, F,=2 


所 定义 ， 证 明 t 


] 
区 V2 2 丁 | 
i 


| 1 0U 0 0 
一 1 1 0 0 
| 0 一 了 0 畏 (1) 


0 0 .. -1 1 
证 将 (1) 式 右 端 记 为 D,， 然后 将 D，, 按 第 1 列 展开 


SS : 


得 
D. 一 万 1 十 DD, ». 


为 一 方面 ， 又 Di=1, D2、 故 D,= 胥 ， 从 而 (1) 式 成 


. 
例 3 (Lagrange ) 设 a,， b=41,2,...,.%) 都 是 复数 ， 
则 
(2 ol)(S 1 一 a. | 
= det (， | (1) 
ns 


lals Tab 


(了 ) 式 左 端 = 


lad Dol 


2f 


apD 
> 他 1 党 自 间 1 。 。 
人 二 六 
0 b" 


由 bp. 并 本 章 多 管 疑 辅导 9 的 何 西 一 皮 内 公式 ， 则 得 


GQ Gy | 0 Ds 


(1) 式 左 端 = 之。 = (1) 式 右 端 ， 
回首 民有 b, b, Gf bs 
例 4 (Cauchy 一 Schwarz》 在 例 3 假 设 下 ， 证 明 
Zar t's< 人 (2) 


证 由 上 例 (1) 式 右 端 非 负 有 即 朱 . 

例 5 (复旦 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 证 明 
Qi a3 a3 0 
aib! aib, aabs 0404 

a1b? azb? asbs asb4 

by bs bs b3 

= (g10s — 4201) (G103 — G301) (G104 - 4s01) 
， (4208 - Ga02) (0204 ~ asl2) (qsD4 ~ as08) 


证 当 4020304 一 人 时， 可 验证 等 式 成 立 ， 下 设 610z0304 
入 0， 则 | 


D,= 


] | | ! 
ai'b1 as'b, as'bs gztbs | 
0IT2831 452D2 asbs ai’bs 
TD asbd asb$ asbs 
= (q1020204) 1. (a7 bs ~ or bo) 

= 岂 U_ ab a 1)。 


ct 


例 6 (厦门 大 学 ， 安徽 大 学 ， 湘 潭 大 学 研究 生 入 学 试 
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D, 一 (G109208040)" 


题 ) 计算 


1 2 3 ... %—1 Mi 
a—1 -3 -J -1] -1 
D | a-1] -1 -1 -1 
19 0 -1 -1 
| 0 0 0 ¢-—1] _] 


下 从 第 三 行 开 始 ， 每 行 乘 (- 了) 加 到 上 一 行 得 


] 2 3 ... 他- Nn | 
a-i1i -a 0 ，., 0 0 
0 0- -6 .. 0 0 
| 


0 0 0 ... -a 0 
0 0 0 ... aoa-l1 -i 


即 化 为 请 梯 型 行列 式 ， 由 p.,?7 答疑 辅导 3， 
(了 D 式 右 端 = (- 了 D(a- 有 D)"-a"]， 
D,=(-1)"T(a-1)"-a"]. 
例 7 (兰州 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 计算 


(1) 
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a” (G- 有 有” (a-%)? 
Ca-1l (a - 1)"-! ss (a —- 1%)"-! 
| 已。，， 一 ss 


a (a~—1) “(a-%) 


为 %+1 阶 置 倒 和 矩阵 ， 则 


] 1 .。 1 | 

ISD,.1| = a (a-i) “(a-”») 

a” (所 ... (a-%)" 
=B1R -1) 1..21, 


{i119 
2 


一 -一 


3 


18|={ -1) 


m1 


Di|=C(-D) 3 %1(% ~ 1) 1.21. 
例 8 (浙江 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 求证 
IA&+UV'|=|A)+V'A*U (1) 
其 中 44= (ay) 为 % 阶 方 阵 ，U' = (oa oo 2)，V'== (Yi， 
…,9s), 4+ 为 扫 的 伴随 矩阵 ，U' 和 V' 为 UU 和 VV 的 转 置 . 
, 证 Gi +t Wd Gt WY 1 Gn WY 
IA+UV'I=| : : ; |@) 


dri Vay (ns Tne ib Gnn t+ WY 


将 (2) 式 右 端 拆 成 2 个 % 阶 行列 之 和 , 除 那 些 为 0 的 外 ， 则 
30 


好 


dil *** dln WY Cl … Gin 


14+UV’'|=| : : |+| : : 
dnl ，…， Ons Wa 0Gnr2 … dnn 
G1 WiY2 °° dl1n Ql … CDn-l WiYn 
+|: : : | 十 … 十 
dnl Wrg2 Cn Qnl … Con-l Vnds 


| 


人 病 请 由 
| V1 2 Wh + Ys y10, 4 十， 十 Yn 2 As 
下 三 1 于 


4 A NA0O 
一 | 和 | 十 (V1:Y,) : : 
Li。 A,, si A,s 化 # 


=|A| +V'A*U. 
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第 二 章 ”线性 方程 组 


$1 同 量 的 线性 相关 人 性 


(一 ) 内 容 提 要 
1 如果 有 rw 个 数 有 js, ,no， 使 
B=FKkiai+ hams t+ + knam 
则 说 问 量 6 是 cl az ,aa 的 线性 组 合 ， 或 说 8 可 由 al, az， 
…, am 线性 表 出 (线性 表示 ) . 
2， 如 果 有 不 全 为 0 的 数 1, 2，… ,Kn 使 
Kart+ kaos 十 十 天 an 一 0 
则 说 ci 02，… ,Gm 线性 相关 ; 如 果 仅 当 有 ,如 2,…,Ks 全 为 0 
时 上 述 等 式 才 成 立 ， 则 说 al cz, …, an 线性 无 关 ， 

3， 如 果 同 量 组 的 一 个 部 分 组 线性 无 关 ， 且 原 癌 量 组 中 
每 个 癌 是 都 可 由 这 个 部 分 组 线性 表 出 ， 则 说 这 个 部 分 组 是 原 
问 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

4. 疝 量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 问 量 的 个 数 岂 做 这 个 癌 量 
组 的 秩 . 仅 含 零 癌 量 的 癌 量 组 的 秩 规 定 为 0， 

5. 线性 相关 与 线性 无 关 的 判定 

(1) 问 量 组 

0 一 《01 G12, Clo) 


C2 = (G21, G22,***, G2n) 


On 一 : (Gm1, dm?, On) 
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人 


线性 相 (无) 关 的 充 要 条 件 是 向 量 方程 
Xia + Woda 十 十 Wan 一 人 
亦 即 齐 次 线性 方程 组 
G11 人 1 十 02102 + 十 Cni0n 一 人 
igi 二 Good TT Go 和 an 一 候 


GinU1 十 Gongo 十 十 fan0n 一 人 

有 非 零 解 (只 有 零 解 ) . 

(2) 一 个 向 量 a 线性 相 (无 ) 关 的 充 要 条 件 是 a=0 (a 
*0).， 

(3) 两 个 向 量 线性 相 (无) 关 的 充 要 条 件 是 它们 成 比例 
(不 成 比例 ) . 

(4) 含有 霍 回 量 的 问 量 组 线性 相关 ， 

(5) 含有 两 个 成 比例 问 量 组 线性 相关 ， 

(6) 部 分 组 线性 相关 ， 全 组 必 线 性 相关 ， 

或 说 ， 全 组 线性 无 关 ， 部 分 组 必 线 性 无 关 ， 

“(7) 线性 相关 向 量 组 减少 分 量 后 仍 线性 相关 ， 

或 说 ， 线 性 无 关 辐 量 组 增加 分 量 后 仍 线性 无 关 ， 

(8) ai az,… ,an(1m 滨 2) 线性 相关 的 充 要 条 件 是 其 中 至 
少 有 一 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

或 说 ，a1, az, …, an (m 宇 2) 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 其 中 
任 一 向 量 都 不 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

(9) 设 m, a4,…, an 线性 无 关 ， 且 B 不 能 由 au，aa，…、 
an 线性 表 出 ， 则 ct, 2,…, x, 有 线性 无 关 ， 

或 说 ， 设 ca,ay， ,GaGn， 线性 无 关 , 但 ai,az,…,an,G 线 
性 相关 ， 则 8 可 由 ar can 线性 表 出 ， 

(10) 设 aas,…,an 可 由 B1,Bs,…,B, 线性 表 出 峙 
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秩 {x ,Qn} 忆 秩 {B1,…,B,}. 

(JT) % 十 1 个 % 维 向 量 必 线 性 相关 。 

(12) 行列 式 的 行 〈 或 列 ) 向 量 线性 相 (无 ) 关 的 到 要 
条 件 是 这 个 行列 式 等 于 零 (这 个 行列 式 不 等 于 0) . 

(18) 向 量 组 线性 相 (无 ) 关 的 充 要 条 件 是 向 量 组 的 秩 
小 (等 ) 于 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 ， 

(14) 对 第 阵 作 初等 行 〈 列 ) 变换 ， 不 改变 矩阵 的 列 ( 行 》 
癌 量 间 的 线性 关系 . 

(二 ) 答疑 辅导 

]， 下列 命题 是 否 正 确 ? 

(]) 车 Oa. 十 Oa 十 … 十 Qa 二 0， 则 aas ,an 线性 无 
关 ， 

(2) 车 @1,02,…,an 线性 相关 ， 则 对 任 一 组 不 全 为 0 的 
数 大 ,Ko … ,Knm, 都 有 Kio 十 a0 十 十 从 Gm 二 0， 

(3) 若 有 一 组 不 金 为 0 的 数 衣 ,Ke,… ,Kn， 使 kia1 ++ 
Ko 十 下 十 Knan 闫 0， 则 @1,02,… ,on 线性 无 天 . 

(4) 若 waz,…,an 线性 无 关 ， 则 等 式 Ki 二 2G2 十，… 
+kaan + KB=0 中 的 1K … ,Kn 必 全 为 0， 

(6) 车 a1, az, …,ao 线性 无 关 ， 则 线性 组 合 Kial + Ka 
+ … 十 8nan 中 的 系数 必 全 为 0， 

(6) 若 向 量 组 线性 相关 ， 则 组 中 任 一 向 量 都 可 由 其 余 向 
量 线性 表 出 . 

(7) 党 B 不 能 由 aa ,G0。 线性 表 出 ， 则 ac as, …， 
xu， 线性 无 关 . 

(8) 两 个 等 价 向 量 组 ， 一 个 线性 无 关 ， 另 一 个 也 必 线 性 
无 关 ， 

(9) 两 个 等 价 向 量 组 ， 必 含有 相同 个 数 的 问 量 ， 
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(10) 向 量 组 cl as, …, as 中 个 向 量 ,不 失 一 般 ， 设 为 
ac， 如 果 满 足下 列 三 条 中 的 任意 两 条 ， 则 必 为 一 极 大 
无 关 组 ， 

1 ) oa aa ,om 的 秩 为 了 

2) qi,9s,…, 0; 线性 无 关 ; 

中) a, 02 , On, 中 每 个 向 量 都 可 由 cai oo, :or 线性 表 
出 ， 

答 (了 不 一 定 ， 因为 不 论 at 02,…,a。 是 线性 相关 还 
线 是 性 无 关 ， 恒 有 等 式 0c: -+ 0as 十 … 二 0a 一 0 成 立 ， 

(2) 错 。 当 ai, aa, …, aa 线性 相关 时 ， 必 有 无 穷 多 组 不 
全 为 0 的 数 廊 ,Ks,…,k,， 使 

fait+ Rams :+k a =0 
但 不 是 对 任 一 组 不 全 为 0 的 数 有 1,,,…,k。， 都 有 上 述 等 式 
成 立 . 例如 ，a1 二 (1, -中 ，as= 二 (~-2,6) 线性 相关 ， 有 32a， 
+ 0 一 0， 或 一 般 有 26al + pas=0 (5 为 任意 数 ) .但 8ai 十 
cz 天 0。 

(3) 错 ， 例 如 w = (1,0) ，a = (0,0), 有 k=1,k, 二 0， 
使 Cial +paas 关 0， 但 was 线性 相关 .车 对 任 一 组 (不 只 是 
一 组 1) 不 金 为 0 的 数 ,Ks,…,k。， 都 有 kia 十 saz 十 … 十 
Ka 尖 0， 则 可 断定 wa, …, an 线性 无 关 ( 自 证 ) ， 

(4) 不 一 定 ， 当 ,02, ,on 线性 无 关 时 ，k1, Ks，…， 
Kn 必 全 为 0; 当 al aa an,G 线性 相关 时 ，%1, Ke,…, 
可 以 不 全 为 0. 

(5) 错 。 因 向 量 的 线性 组 合 是 向 量 的 线性 运算 ， 不 考 虚 
这 些 问 量 是 否 线 性 相关 ， 

(0) 不 一 定 . 例如 人 ,0) (0,0) 线 性 相关 ， 但 (1,0) 不 能 由 
《0,0) 线 性 表 出 ， 
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(7) 不 一 定 ， 当 al，az，…， an 线性 无 关 肝 ，a1， Co 
…， xn， 及 线性 无 关 ; 当 al，a2， 9 xn 线性 相关 肘 ， Oi, 
G2 Cn 8 线性 相关 ， 
(8) 不 一 定 。 例如 向 量 组 与 它 的 极 大 无 关 组 等 价 ， 
(9) 不 一 定 . 见 (8) 的 答案 .但 两 个 等 价 线性 无 关 问 量 
组 必 含 有 相同 个 数 的 向量 ， 
(10) 正 确 ， 
2。“ 线 性 无 关 ” 有 哪些 每 价 说 法 ? 
答 有 下 列 等 价 说 法 : 
(1) Ql，02，……，Qnm 不 线性 相关 
(2) 不 存在 一 组 不 全 为 0 的 数 ，k，，…，k。， 使 
Kat Konst t+ ke a, =0 
(3) 所 有 不 全 为 0 的 数组 kK，K。，…，K,， 都 使 
/0 Reost+ he os 0 
(4) 仅 有 一 组 全 为 8 的 数 k，k。，…，K。， 能 使 
Ba++ Romo + Ko, =0 
(5) 由 kat 十 km 一 0 只 能 推出 拉 = 反 二 … 二 #5， 
=0, 
3， 设 向 量 组 wu，a，…，om 的 秩 为 7 ， 问 ， 其 中 任 蕉 
r 个 向 量 是 否 必 线 性 无 关 ? 少 于 7 个 向 量 是 否 也 必 线 性 无 
关 ? 多 于 7 个 向 量 是 否 必 线性 相关 ? 
答 任意? 个 向 量 不 一 定 线 性 无 关 ， 少 于 ? 个 问 量 也 不 
一 定 线 性 无 关 ， 但 多 于 7 向 量 必 线性 相关 .例如 向 量 组 a = 
(1,0,0), a2= (0,10)，oas= (-10,0)，m= (0,0,0) 的 秩 
为 2， 但 wy，as 线性 相关 ，a 也 线性 相关 . 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 线性 表 出 的 求法 
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例 1 把 网 量 6= (2,8, -4,1) 表 成 m= (1, -1,2,2)， 
0 二 (0,38,1,4)，as 二 (8,0,7,10)，a, 一 (1,1,3,5) 的 线性 组 


合 . 


解 令 
B= Hm + Wet 十 人 Cg + EO. 
" 化 1 十 30s 十 人 2 二 2 
- Wi++ 3% 十 作 , 二 3 
DH1+ Wt+ ?Ws + 82,= -4 
221 + 4% 10%s 十 67 一 ] 
解 之 ， 得 


V1=—=81- 83%, Vs =21 -ws, Y= ~ 29 
其 中 zs 可 任 疮 取 值 。 取 w= 二 0， 得 
B=81a +21a, - 290,, 
注 阁 方 程 组 无 解 ， 则 名 不 能 由 a1/，a:，03，a 线性 
表 出 ， 
2。 极 大 无 关 组 的 求法 
例 2 求 向 量 组 @1==(6,4,1-1,2),a,=(1,0,2,8, -4), 
os= (1,4, -9, -16.22)，a = (7 10 -1,8) 的 一 极 大 无 关 
组 . 
解法 1 《初等 变换 法 ) 
以 41:，c2，cs， 为 列 作 和 矩阵 4， 对 么 作 初 等 行 变 换 
化 为 5， 


6 1 1 7 ‘19 1 0 
4 0 4 1 01-50 
及 一 1 2 -9 0 >:0 0 0 11=B 
-1 8 -186-1 00 0 0 
2 -4 2 8 0 0 0 0 


由 已 知 ao，04 是 一 极 大 无 关 组 ， 且 03 = 01 ~ bao. 
解法 下 ( 子 式 法 ) 
上 述 么 中 所 有 对 阶 子 式 都 等 于 0 ， 而 有 一 个 3 阶 子 式 


1 1 | 
0 4 1:0 
2 -9 0 


故 这 个 子 式 所 在 的 列 问 量 ce，ows，w 是 一 极 大 无 关 组 . 
解法 丰 《〈 逐 一 扩充 法 ) 

任 取 一 非 9 癌 量 ， 比 如 取 w， 则 wm 线性 无 关 . 因 % 不 
能 蚀 x 线性 表 出 〈 对 应 分 量 不 成 比例 ) ， 故 ，o 线 性 无 
关 . 因 as 能 被 a1，as 线性 表 出 (cs= al 6a)， 故 去 掉 aa. 
因 a 不 能 袖 ql/，as 线性 表 出 ， 故 ，a，% 线性 无 关 ， 它 
们 便 赴 一 极 大 无 天 组 . 

3. 线性 相关 性 的 判定 与 证 明 

例 3 “日 本 山梨 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 给 定 下 列 四 个 
3 维 门 量 : 

oi= (8, -1,1), os= (1,1,2), := (1, - 8, -3)， 

,= (4,.0,8)., 

1) 证 明 ac 02, 03,0% 线性 相关 . 

2) 证 明 oa,as, oa 线性 无 天. 

证 1) 由 有 + 工 个 3 维 风 量 一 定 线性 相关 ， 所 以 a， 
xz, os, 04 线性 相关 . 

2) 以 ai, 02, 0 为 行 组 成 矩阵 


3 -1 
“| ] | 

4 05 

因为 14| 关 0， 所 以 aa as 线性 无 关 . 


例 4 设 向 量 组 was,…an 线性 无 关 ， 且 可 由 B61,…。 
Bs 线性 表 出 ， 则 B86;,…, B。 也 线性 无 关 ， 
证 由 p.?2 内 容 提要 5 知 
m 二 秩 {Q1, ,un} 世 秩 {B1,*… ,Bn} 所 
.“. 秩 {B1, ,Ban} 二 0m。 
则 证 B61,，…pBn 线性 无 关 ， 
例 5 设 向 量 组 a1, 2,…, an 线性 无 关 ， 则 向 量 组 
CT st Og rs, Onl On nt Ol 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 m 为 奇数 . 
证 令 
一 0 十 02， 1 一 0 十 0 pp Bn-i= Qn-1+ On 
局 一 On 十 al 
则 
(B1,*", Brn) = (01, °°", On)A z 
其 中 


0 “11/mxm 
| 有 4|=(- 了 DD"-!+1. 
则 
B1,…, Bs 线性 无 关 志 之 4 可 逆 亏 这 1m 为 奇数 ， 


$2” 放 次 线性 方程 组 


(一 ) 内 容 提要 
1. 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 伟 阵 的 
秩 小 于 未 知 量 的 个 数 ， 特别 有 
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(1) 方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 的 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 
等 解 ， 

(2) 方程 个 数 等 于 未 知 量 个 数 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 
解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 . 

2. 设 4 为 妈 x% 和 矩阵 ， 齐 次 线性 方程 组 4z=0 的 所 有 
解构 成 成 线性 空间 

六 ={12442=0}，dim 歼 = - 秩 (4)， 
当 dim 玫 =0 ( 即 秩 4=2) 时 ，42=0 仅 有 堆 解 . 当 dim WW 
二 t+ ( 即 秩 (4) =2 - “) 时 , 设 歼 的 一 组 基 为 95， …, 71. 则 1， 
… ,0s 为 Az=0 的 一 组 基础 解 系 ， 则 
W =L(n, 人 = {knit "0. + Emnlk, EP} 

(二 ) 答疑 辅导 

1. “基础 解 系 ” 有 了 哪些 等 价 说 法 ? 

答 有 下 列 等 价 说 法 ， 

(1) 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 向 量 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 

(2) 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 一 个 基 ， 

2. 下 列 命题 正确 轰 ? 

(1) 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 也 是 基础 解 系 . 

(2) 系数 矩阵 的 秩 ? 小 于 未 知 量 的 个 数 % 的 齐 次 线性 
方程 组 ， 它 的 任意 % ~7 解 向 量 都 是 一 基础 解 系 ， 

答 (1) 正确 ， 因 为 4，…，as 是 与 基础 解 系 等 价 的 
线性 无 关 向 量 组 ， 则 每 个 解 向 量 可 由 ci …，% 线性 表 出 ， 
又 oi， …，01 线性 无 关 ， 所 以 ai，…,o: 也 是 基础 解 系 . 

(2) 错 ， 因 任意 %-? 个 解 向 量 不 一 定 线性 无 关 . 当 
% -7? 个 解 间 量 线性 无 关 时 必 是 一 基础 解 系 ， 这 是 因为 % 一 7 
个 线性 无 关 解 向 量 与 基础 解 系 等 价 ， 

3， 已 知 矩 隆 
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1 1 1 6) 
/ -2 -23 -2 -6 
4=- 1 0 3 0 
0 1-2 0! 
“0 0 0 1) 
移 列 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 


侈 1 十 作 2 十 人 Wa 十 人 B, 十 二 0 

871 十 2083 十 Wa 十 2 一 8%; 一 0 
V2 -| 283 +28 + Gxs=0 

Boi+ Aw 83%3+ 8%, - 05 一 0 


的 解 向 量 . 间 ，4 的 四 个 列 向 量 是 否 构 成 该 方程 组 的 一 基础 
解 系 ? 若 不 构成 ， 能 否 不 用 解 方程 组 的 方法 ， 求 出 一 基础 解 
系 ? 
答 ”方程 组 的 系数 和 矩阵 的 秩 为 2, 故 基础 解 系 含有 5 - 2= 
3 个 解 向 量 。 而 4 有 四 列 ， 故 不 构成 基础 解 系 ,但 秩 (4) =8， 
且 第 1,2,4 列 线性 无 关 ， 它 们 构成 一 基础 解 系 . 
(三 ) 题 型 妇 类 
1.。 基础 解 系 的 求法 
例 1 求 齐 次 线性 方程 组 
‘Wi We Ws mV — Ws=0 
| Wi + te 十 20 - 383%2s = 人 0 
2%, + Wa — B82, + 2%s=0 
2x; ++ -dvs=0 


的 一 基础 解 系 ， 
解 ” 对 系数 矩阵 A 作 初 等 行 变换 化 为 B (要求 了 是 阶梯 
形 ， 且 每 个 主 元 所 在 的 列 是 单位 向 量 ) ， 
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人 一 丁 - J] 0 0 2 -8 
021 -3 2| |001 -3 2 
201 1 -4 1!000 00 
由 如 知 方程 组 的 一 般 解 为 
Wl= ~ 2%, + BW; 
2 一 0 (2 05 为 自由 未 知 量 》 
Wa = $V, 一 205 


分 别 取 % 二 1,%s = 二 0; w= 二 0,w; 二 1, 得 一 基础 解 系 
m=(-2,0,83,1,0) ns = (3,0, -2,0,1) 
例 2 ” (中南 矿 冶 学 院 ) 问 入 为 何 值 时 方程 组 
2 十 2 十 0 一 0 
0 -Wo 二 03 一 0 (1) 
X0O1 十 2 十 203 一 0 
有 非 零 解 ， 并 求 出 方程 组 的 所 有 非 零 解 . 
解 ” 令 方程 组 的 系数 矩阵 为 4， 则 
141= (%+1) (XN-2) 
当 |4| = 0 时 ， 即 人 = - 1 或 二 2 时 ， 方 程 组 (1) 才 有 非 零 解 . 
当 入 二 ~ I 时 ， (了) 与 下 面 方程 组 辣 解 ， 


人 (2) 
— Wi 二 Ws+2w3=0 
方程 组 (2) 的 基础 解 系 为 
化 一 (1 ,J , 0) 
当 入 二 2 时 ，(1) 与 下面 方程 组 同 解 ， 
Wi — Wa Ws=0 (5) 


方程 组 (3) 的 基础 解 系 为 
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8B8= (i,0,-1) 

综 上 所 述 ， 当 和 = - 1 时 ， 方 程 组 (1) 有 非 零 解 为 {Kal 
二 0}; 当 和 =2 时 ， 方 程 组 (1) 有 非 零 解 {LB811 埃 0). 

例 3 〈 北 和 师 大 研究 生 人 学 试题 ) 设 4= (6@y) sxn 的 秩 
为 %， 求 齐 次 线性 方程 组 B=0 的 一 个 基础 解 系 ， 其 中 B= 
(Gy) yxn,? 过 %. 信 为 ww 元 列 向 量 ， 

解 ” 秩 A4=%, 故 秩 B=+。. 令 解 空间 为 

W={X|IBX=0} 
dim W 一 % -7?， 即 BX=0 基 础 解 系 所 念 向 量 个 数 为 % -了 7. 

令 4,, 为 行列 式 |14| 中 元 素 oo 的 代数 余子 式 ， 则 

[ee 
nn 二 (m1 6) 
构成 BX =0 的 一 个 基础 解 系 (因为 秩 (A4*) =%) 

2. 已 知 基础 解 系 作 齐 次 方程 组 

例 4 (华中 理工 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 

设 向 量 a = (1, -1,]1,0),as= ,10,1) ,as= (2,0,1,1), 它 
们 生成 的 子 空间 为 玉 = 上 (ai,as ,53)， 试 构造 一 个 齐 次 线 性 
方程 组 ， 使 它 的 解 空 间 是 WW， 

解 由 于 {a1,Q2,03} 的 极 大 无 关 组 为 1, a. 令 


CE ] -1】 1 0 
A= (0)= 1 0 | 
作 齐 次 线性 方程 组 AX = 一 0， 并 求 出 它 的 一 个 基础 解 系 为 
B1= (1 ,0, ~ ， 和 ] ) 


2 一 (0,1.,1., ~ 1) 
抽 ABI 一 0,46, 二 0, 得 
B=0 (i,f=1,2) (1) 
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Bi 
BX=0 (2) 
秩 已 =2, 故 方程 组 (2) 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 等 于 4 -~ 2=2 
由 (了 式 知 
Bum=0 (2,f=1,2) (3) 
Ba!'=0 (2=1, 2) 
这 就 证 二 了 wu as 为 齐 次 方程 组 (2) 的 一 个 基础 解 系 . 

例 5 (湘潭 大 学 研究 生 入 学 试题 )” 设 P' 是 数 域 P 上 
全 体 % 维 向 量 构 成 的 线性 空间 ， 证 明 P" 的 任 一 子 空间 Vi! 必 至 
少 赴 一 个 % 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ， 

证 取 访 的 一 组 基 Q1,…' ,Gg, 则 六 二 La ,… ,Qn)。 今 


CI 
4= ( 秩 (4) 一 知 
作 齐 次 方程 组 AX=0, 它 有 一 个 基础 解 系 为 B1， "a Bn-n . 


和 | 
@B8 ,=0 (2=1] ,2...ms 1=4,2,....% -~ Im) (1) 

人 

Bi 

P= | 

Cn 
作 齐 次 方程 组 BX=0， 由 (了 式 知 ，BX = 0 的 基础 解 系 为 cu， 
“Ome 


3。 基 础 解 系 的 证 明 

例 6 汉 ”x%* 和 矩阵 C = (ciy) 的 行 是 齐 次 线性 方程 组 4X 
=0 的 一 基础 解 系 ， 其 中 和 = (@9) 是 全 x% 和 矩阵 .已 = (5,,) 是 
除非 蜡 方 阵 ， 则 2 的 行 也 是 44 = 0 的 基础 解 系 . 

证 令 C = (al,…,%) ,其 中 a1,… ,0 为 C 的 行 向 量 ， 由 
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假设 


Aal=0 (=12 .7) (1) 
Di DN\ /0 B 
人 从” 
bri Drr Cr Br 
其 中 
局 ,一 bui0! 十 :十 DG 《无 = 一 1 2， he ,了 ) (3) 
则 


AB!=A(bioit+ .+ bea') 一 0 (Kk=1,2,...,7) 

这 样 B1，…,B,; 均 为 4X 一 0 的 解 。 由 2) 式 知 B1,…B: 与 a1,…， 
xr 有 相同 的 秩 . 但 秩 {Q1,… ,oe }==7?, 故 秩 {B1,…,Br}=r?. 从 
而 B1,…Br: 也 是 4X =0 的 一 基础 解 系 ， 

例 7 设 4,58 都 是 % 阶 方 阵 。 则 

1) 齐 次 线性 方程 组 4BA 二 0 与 BX=0 同 解 的 充 要 条 件 
是 秩 (4B) = 秩 (B)。 这 里 全 = (0502，…，2o) 

2) 这 两 个 方程 组 的 解 空间 正 交 的 充 要 条 件 是 1B| 上 0， 

证 1) 设 ABX=0 与 B=0 同 解 。 如 果 只 有 零 解 ， 则 秩 
(4B) =%= 秩 (B)。 如果 有 非 零 解 ， 则 它们 的 基础 解 系 相 
同 ， 因 而 系数 矩阵 等 秩 ， 而 秩 (48B)= 秩 (8). 

反之 ， 设 秩 (4B) = 秩 (B) +。 则 A4BX=0 与 BX = 0 的 
基础 解 系 各 含 色 -Y 个 解 向 量 ,但 BX=0 的 基础 解 系 是 4B 
二 0 的 % -7 个 线性 无 关 解 向 量 ， 故 也 是 4BX = 0 的 基础 解 系 . 
所 以 4B 二 0 与 BX 一 0 同 解 . 

2) 设 V1,Vs 分 别 是 4B=0 与 B=0 的 解 空间 ， 显 然 有 
VCV,, 于 是 

VLV,<>V.NV,=1{0} : 
得 V， NV,=VY,, 所 以 
Vii Ve->V,={0}€>|1B| *0 
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8$3 非 齐 次 线性 方程 组 


(一 ) 内 容 提 要 

1. 线性 方程 组 有 解 的 到 要 条 件 是 系数 矩阵 与 增 广 矩阵 
等 秩 ， 

2， 设 % 元 线性 方程 组 的 系数 矩阵 与 增 广 箔 阵 的 秩 辣 为 
>， 则 当 ?= 包 时， 方程 组 有 了 唯一 解 ; 当 <?% 时 ， 方 程 组 有 
无 穷 多 解 . 

3.， 韭 齐 次 线性 方程 组 的 爹 部 解 等 于 它 的 一 个 特 解 与 它 
用 出 组 的 全 部 解 的 和 ， 

(二 ) 答疑 辅导 

1. 线性 方程 有 哪 几 种 表示 法 ? 

答 通常 有 以 下 三 种 表示 法 : 


] ) Sl ait = 0, (t=1,2, ,1m) 
jw1 


2) ow + Gwe 二 二 Gawr= 二 B00,B 是 rw 元 列 癌 量 

8) A Asx1 一 局 。 

2. 线性 方程 组 能 否 恰 有 m 个 解 (m 是 大 于 工 的 有 限 整 
数 ) ? 

答 ”线性 方程 组 的 解 的 情况 有 且 仅 有 以 下 三 种 :无 解 ， 
有 内 一 解 ， 有 无 穷 多 解 ， 而 决 不 可 能 恰 有 双 (> 卫 个 解 . 

3. 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 线性 组 合 是 否 仍 是 它 的 解 ? 
” 答 不 一 定 . 例如 zi 十 w= 二 1 的 解 71= (1,0)，”= 00， 
1) 的 线性 组 合 m1 十 m= (1,1) 不 是 它 的 解 ， 但 2x1 -人 = (2， 
-也 是 它 的 解 . 一 般 有 

非 齐 次 线性 方程 组 4。x, xi 一 Boxi 的 解 加 ,7 的 线 
性 组 合 laini: 二 … 二 8, 仍 是 它 的 解 的 充 要 条 件 是 如 十 … 十 


《6 


k, 一 i1。 事实 上 ， 
A(RIm + + km) =RAN + + EA, 
0 =kt" T+E)B 
但 忌 关 0， 故 
(Kit +kh B=Be>h+ .+k,=1. 
4. 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 第 阵 的 秩 与 增 广 和 矩阵 的 秩 
的 关系 怎样 ? 
答 ” 设 系数 和 矩阵 4 的 秩 为 "+， 增 广 矩 阵 4 的 秩 为 ".。 则 
7 与 7 的 关系 是 ?<7<? 十 i， 即 4 的 秩 比 4 的 秩 最 多 大 1. 
这 是 因为 显然 ?<7、 又 4 的 任何 ”+2 阶 子 式 忆 如果 不 
含 4 的 最 后 一 列 ， 则 口 为 4 的 ++2 阶 子 式 ， 故 D=0; 如 
果品 含 4 的 最 后 一 列 ， 将 D 按 最 后 一 列 展开 ， 其 余子 式 都 
是 么 的 ?十 工 阶 子 式 ， 故 也 有 吃 =0. 所 以 7<r+1, 
5。 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 与 其 导出 组 的 基础 解 系 
合 起 来 是 否 线 性 无 关 ? 
答 ”线性 无 关 。 因 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 不 能 由 其 导出 
组 的 基础 解 系 线性 表 出 ， 而 基础 解 系 又 线性 无 关 ， 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 线性 方程 组 的 解法 
例 1 解 线 性 方程 组 


Wi 0 十 Vs 一 VW- Ws=—2 
Wi+ Wa +27,- 8%,=~1 

9%, Wa - 37,+2%6= -1 
201 +ws+ 0 -4 一 一 8 


解法 1 〈 消 元 法 ) ”对 增 广 矩阵 4 作 初 等 行 变 换 化 为 阶 
梯形 B (并 要 求 8 的 每 个 主 元 所 在 的 列 是 单位 问 量 》* 
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i111i1i-i-1 -2 
110 2 -8 -1 
021T -3 2-1 
201 1-4-8 
100 3 -8 -J 
| 


| 
| 


O10 0 0 0 
001 -8 2 -1 
000 0 0 0 / 
由 号 知 方程 组 的 一 般 解 为 
XI 一 一 -220 十 37、 
| 02 一 人 (24,05 是 上 自由 未 知 量 ) 
03 一 一] 十 230 - 924: 
解法 工 〈 克 菜 姆 规则 ) ” 因 秩 (4) = 秩 (4) =8, 是 
位 于 4 左上 角 的 三 阶 子 式 
] 1 了 
1 1 0 
0 .21 
故 只 须 解 D 所 在 的 方程 和 未 知 量 ， 把 %,，w; 移 到 右 边 ， 得 
| XI 十 V2 十 Vs 一 一 2 上 + 0 十 WwW, 


0 十 Wo 一 一 -20 十 32- ~ (1) 
2%, 十 03 = -1+8%,- 2%, 
由 克 莱 媒 观 则 ， 得 


v1= -1 - 2%,+ 3%, 
一 局 


w8 一 一 {+ 83%, - 2%, 


其 中 ws， 2 是 自由 未 知 量 ， 
解法 (省 矩阵 法 ) 把 (D 写 成 扎 阵 形式 
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0 


站 wi -2+ 多 + 0 


十 +.4 县 ) 
8=W1+ wt +o Na+ ++ + 多 


一 4 十 3 ( - 东 ) 


{10; mw |=| -1 -2%, +3%, (2) 
021 Ws -| +8%, -2%; 
{11\-1 1/. 412 -1/2 
用 1 101 =| -1/2 13 1/2 | 左 乘 (2) 的 两 端 , 得 
021 ] - 】 0 
2 一 了 ~ 224 十 325 
wa |= 0 
2 — ] 十 30 ~ 2%; 
例 2 解 线性 方程 组 
| Bi- We Wa ~2a 
] ~ 0 十 8 — Ws~ 一 好 一 4a 
| ~ Hi- WT 8a 
(pi We a (2 I) ,20 
解 令 8= 纪 十 0 十 … 二 om， 则 原 方 程 组 为 
-8+2%=24 
-8 二 和 4% 二 44a 
-8+8 ws=84a 
. -8+ 2"w, =2"g 
由 此 得 
Ji 一 0 十 可 ， 0 一 0 十 本 ， 1 wa 一 0 十 员 (1) 
将 上 面 所 有 式 子 统统 相 加 得 
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即 s=22"4。 代 人 (全 式 , 得 
1 二 (1 十 和 2 


2 一 (] 十 12 4 
Zn 一 (十 2)G 
注 ”此 例 也 可 用 例 1 中 所 列 的 几 种 方法 求解 ， 但 计算 量 
较 大 . 因此， 特殊 方程 组 常用 特殊 解法 ， 
例 3 有 一 堆 苹 果 , 要 平均 分 给 5 只 猴子 ,第 一 只 猴子 来 
了 ， 把 芋 果 分 成 5 堆 ， 还 多 一 个 扔 了 ， 自 己 拿 走 一 维 ; 第 二 
只 猴子 来 了 ， 又 把 蕴 果 平均 分 成 6 堆 ， 又 多 一 个 扔 了 ,自己 
拿 走 一 堆 ; 以 后 每 只 猴子 来 了 ， 都 如 此 办 理 。 问 原来 至 少 有 
多 少 个 苹果 ? 最 后 至 少 有 多 少 个 苹果 ? 〈 李 政道 提供 . 他 指 
出 ， 此 题 用 通常 方法 求解 相当 麻烦 ) 
解 ” 设 原来 有 2% 个 芋 果 . 5 只 猴子 分 得 的 苹果 个 数 依 次 
为 v2，zs，%,，%s，we。 则 有 
#1=bws+ 1], 
4%s = 5%s+1, 
42; = 二 Bw 二 +1，, 
47x, =Bbws +1, 
4%. = Bwot+1, 
从 第 二 至 第 四 方程 两 端 分 别 加 4， 得 


vs +1=-4 (s+1), 


ts+1= (w+1) 9 


| w+1= 了 (gs+1)， 
| 
X5 十 工 一 本 (2Zo 十 了 ) . 
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乏 次 往 上 代入 ， 得 
V2 +1=(3) (+) 


把 zxo= ( 子 ) (zo+1) -1 代入 第 一 个 方程 ,得 


Bs 
01 = je (Wot 1) 一 人 


因 和 与 也 互 素 ， 故 欲 使 w 为 正 整 数 ， 必 须 z+1l>0， 且 
ze+1l 被 笃 整 除 ， 即 
6 十 1 一 44N (WN 为 正 辊 数 ) 
当 入 =1 时 ，zo，w1 有 最 小 正 整 数 解 ， 
We = -1=255, w= -4=812] 

故 原来 至 少 有 芋 果 31]21 个 .最 后 至 少 朋 苹果 4owas=1020 个， 

2. 含 参 变 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 解法 

例 4 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 试题 ) 研究 方程 组 


(8 -2X)0I 十 (全 -入 )02 十 4 一 人 
( 2- 和 X)OI 二 (2-X)oo+ ws=1 
好 1 十 lo 十 (2 一 和 A)2g 一 ] 


的 解 的 情况 ， 在 有 解 时 求 出 其 解 . 
解 ” 设 系数 行列 式 为 人 ， 则 
人 一 (人 -1)2(8- 入 ) 
1) 当 AsI 且 和 s8 时 ， 有 人 二 0， 由 克 莱 姆 法 则 ， 原 
方程 组 有 唯一 解 


Ww 二 


_ 4- ,1 

Sh' 8- 和 

2) 当 和 = 时 ， 则 方程 组 与 下 面 方程 同 解 
11 十 ao 十 023 一 ] 


从 而 原 方 程 组 有 无 穷 多 个 解 为 : 
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0 一 工 一 22 — Hs (22, Ws 为 自由 未 知 量 ) 
3) 当 和 =3 时 ， 原 方程 组 为 
~- 8% — Vs 二 Ws =8 
-2 一 2 二 25 一 
Wi 二 ws — w=1 
从 上 面 方 程 组 的 后 两 个 方程 看 出 此 方程 组 无 解 ， 从 而 原 方程 
组 也 无 解 . / 
例 5 设 非 齐 次 线性 方程 组 4。xnXX。x! 二 B。xi 的 系数 抵 
阵 与 增 广 矩阵 的 秩 同 为 +( 过 %) , 则 它 的 解 可 由 %~? 二 1 个 
线性 无 关 的 解 线 性 表 出 ， 
证 设 a 是 记 给 方程 组 的 一 解 ， 而 a，a， …，aon-。 
是 其 导出 组 的 基础 解 系 . 则 
MX， 友 十 CI oo OTOn_r 
是 所 给 方程 组 的 %-? 十 1 个 解 .下 证 它们 线性 无 关 . 令 
kat+heiato) t+ tk,_.(a+as_r)—=0 
(K+ bit ee hs) oat Bait + koran =0 
因 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 不 是 其 导出 组 的 解 ， 故 a 不 能 由 


2，…，as-， 线性 表示 .所 以 
k++ +R:=0 


e Hial 十 … 十 1。 ax， 一 0 

由 Ci 9 On-r 线性 无 关 ， 得 
此 1 一 一 天 一 0 

进而 得 =0.， 

最 后 ， 设 68 是 所 给 方程 组 的 任 一 解 ， 则 8 - a 是 寻 出 组 
的 解 ， 因而 可 由 01 “9 as_， 线 性 表 出 ， 

8 ~ GO=t0 二 二 tran.r 

所 以 
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局 一 (1 一 ts 一 ss 一 tn-»)0t (G 十 Ci) 十 。*。 十 far (G+ on ) 
4， 线 性 方程 组 解 的 证 明 
例 6 线性 方程 组 


A11wW1 in = bi 
0n101 十 … 十 Con0n 一 0 
有 解 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
(2) 


01i2 十 十 Colin 一 人 
R … 十 Cnnzn 一 0 
欧 每 个 解 cl ， …，Cc。 都 适合 D1C1 + 十 bacn 二 0。 
证 ”必要 性 ， 设 (1) 有 解 (di，…，Q,)。. 则 
DC 十 … 十 DC 一 (qd 十 十 GCC 十 
+ (Gridit :ansdn) C, 
= (G1C1+ aniCn) dit + (GiaCl 二 "十 OnnCm) ds 
二 0.g + ,+0.d, 二 0. 
充分 性 ; 设 b1Ci1 十 … 十 b,c 二 0, 则 方程 组 
Ea “十 Galgym 一 人 


aa21 十 ，… + gy 0 (3) 
DMit++onYn=0 
与 (2) 同 解 ,因而 它们 的 系数 矩阵 等 秩 . 故 (3) 的 系数 矩阵 
的 最 后 一 行 可 由 前 % 行 线性 表 出 ， 其 表 出 系数 即 为 (1) 的 
解 。 
例 7 设 4 是 加 xw% 信 了 泗 ，B 是 mx2p 第 隆 ， 则 矩阵 方 
程 4X=B 有 解 的 充 要 条 件 是 秩 (4) = 秩 (4，5) .并 在 有 
解 时 ， 求 其 通 解 . 
证 令 B=(Bi,，.…,，B,)， 信 = 二 (X1l，***， 硅 9) 
= (Wi Wn) =1, 2, ', 8 


4X=B 有 解 寺 >4X,=B, 有 解 志 这 秩 (4) = 秩 (4,B,》 
专 之 秩 (4) = 秩 (4，B) 
设 C= (C1, "yg Cy) 是 4X=B 的 一 解 ， iy “9 Nap 
是 


A(w1,*", Ls) =0, 秩 (A) 一 全 


的 一 基础 解 系 ， 则 4 外 =B 的 通 解 为 
全 一 (Cl 十 AT 十， 十 大。 Try ， 
ca 十 和 十 二 让) 
其 中 ，…，t(i 二 1，2，…，% -7?) 是 任意 数 . 


$4 结 式 与 二 元 高 次 方程 组 


(一 ) 内 容 题 要 
1. 设 多 项 式 
f (XY=aw" + Aw + ta 
9(0) 一 DO 十 0 十 十 D 


则 行列 式 
Qo Ul Gy 
tn (Ql (0, I 
R(f,g)= | ds dl tn 
| 0 b) ~ On 
6 六 np 行 
bb mb, 


叫做 jz) 与 9g 《w) 的 结 式 . 
2. 当 4a,bo 半 0 时 BR(f，g) =0 的 充 要 条 件 是 f(%) 与 
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9(X) 有 非常 公 因 式 ， 
加 f (%, y) =0 

3， 用 结 式 解 二 元 高 次 方程 组 | ”的 步 难 是 ， 

g (%, Y)=0 


(1) 将 (2%，2) 与 g(%，2) 按 w( 或 2 的 降 攻 排列 

(2) 求 结 式 Re(f，9) 的 根 2 [或 已,(f，9) 的 根 %,]. 

(3) 以 Up (或 2) 代入 (2%，2) 与 9g(%，9)， 若 得 一 公 
根 2 (或 Z)， 则 (2，2) 使 是 方程 组 的 一 解 ， 

4 设 o，…，om 是 (2) = 二 4aow" 二 十 4s 的 所 有 复 根 ， 
则 J 

AD= Ho 

制 做 j(2) 的 判别 式 ， 

5. A( 六 =(-1 7 arnR(f, f) 

6. f(x) 有 重 根 寺 >A(f)=0<=>R(f,f)=0 

(二 ) 答疑 辅导 


1， 结 式 通 当 有 了 哪 几 种 定义 ? 
答 通常 有 两 种 定义 .一 种 已 于 前 述 。 男 一 种 是 ， 


R(f, 9) =arb? III (oa ~ B)) 


其 中 f (2) =a I (x- 0), 9 (W) =b,J(%- B)) 


两 种 定义 比较 : 后 一 定义 用 根 表示 结 式 ， 前 一 定义 用 系 
数 表示 结 式 ; 后 一 定义 限于 复数 域 ， 前 一 定义 不 限于 复数 
域 ; 后 一 定义 中 a。，5。 都 不 为 0， 前 一 定义 中 ao，b 都 可 
以 为 0. 因 此 前 一 定义 比 后 一 定义 更 具有 广泛 性 。 但 由 后 一 害 
义 较 易 推 出 以 下 性 质 ， 

(1) ER(f, 9)=a0g (a1) 9 (6) 

(2) RCO(f, 9)=(-1)""bf (B80) f Go) 
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(3) R(f, 9)=(-D)"™"R(g, f) 

可 以 证 明 ， 当 aposs0 时 ， 在 复数 域 上 这 两 种 定义 是 等 
价 的 。 

2. 设 了 (2) = gw)aq(w) 十 7(w). 问 等 式 R(g,，f)= 
RR(9，?) 是 否 成 并 ? 

答 当 g(») 的 首 项 系数 为 1 有时， 等 式 成 并; 当 9(2) 的 


首 项 系数 不 为 1 时 ， 等 式 不 成 立 .事实 上 ， 设 9 (2) =IT(x- 
8,)， 由 于 9(%) 的 首 项 系数 为 1， 政 
R(g, f)=f (BD).f (8,) 


f(B)=g(B)a(B) +r (B80) =7 (8B) 


所 以 
R(g, f)=r (BD)r (Bs)=R(g, 7) 
3。 二 元 高 次 方程 组 的 解数 的 情况 如 何 ? 
答 ” 设 多 项 式 了 (2，2)，9(2，2) 关于 %，Y 的 次 数 分 
别 为 mw 和 和 多. 则 
1) 当 f(o,g) 与 9(z,90) 不 下 素 时 ,方程 组 { 
有 无 穷 多 解 ， 


f(x,y)= 0 
g(x,y)=0 


. f(x,Yy)=0 
2) 当 f(z,2) 与 9(2,9) 互 素 时 ， 方 程 组 | 
g(%,Yy)=0 
的 解数 起 mm%。- 
(三 ) 题 型 妇 类 
了 ， 结 式 的 求法 
2 -| 207-] . 
例 1 求 1(%)= 一 与 9(2) = 了 T 的 结 式 ， 


解法 I 【行列 式 法 ) 
f82)=2!+t+ w+ 二 + 必 十 ] 
0 (vw) 一 028- 上坟 十 2 十 0 十 0 十 % 十 了 
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解法 T 芷 (本 数值 法 ) f(w) 的 四 个 根 是 不 等 于 1 的 5 次 单 
位 根 ， 设 为 &1，e2，es，s4,. 则 

R(f,g9)=g(81) 9 (82)9 (83) 9 (es) 

‘1 4 82—1 


4 
~ I (ei:+D)=1 
i 


解法 丰 ( 余 式 法) 以 (2) 除 9(2)，swg (x)，w?g (2%)， 
9g(%) ， 所 得 余 式 依次 为 
ri(2)=1+w, re(%) 一 V 十 02，1g(2) = + WE,, ro(K)=-1 
-Y- 弛 以 和 (0 鸭 ，y7a(0)，?s(0) ，” (0) 按 升 才 排列 的 系数 
为 行 的 行列 式 


1 10 0 
| 0 1 1 0|_ 
| 0 0 1 .1| 
-1 -1 -1 0 


有 即 为 R(f,9)，( 见 p.64 本 合 综 合 题 例 8) 
注 在 做 解法 了 一 页 时 ， 都 可 先 用 RR(J,?) 代 赫 ER(/ ,g) [ 见 本 节 
(二 )2.] 
2。 二 元 高 次 方程 组 的 结 式 解 法 
例 2 解 方 程 组 
人 人 
g (Wy) =%y: + O22-2=0 
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解 ” 将 f(%,y)，g(%,y) 按 9 的 降 寡 排列 ， 得 

X 8- 0 | 

0 人 7 2 一 (z+ 1) (2¢%- 1) 
vw 20-2 0 


挫 R,(f,9) 的 根 一 1，zs 二 -1 二 训 ，w4 一 0 代入 f(z 
y) 与 g(x,y)， 得 


于 (了 9) 一 


f (1,y)=Yy 
从 根 y, 二 0 
ba y) 一 纺 有 公 根 
,一 2 
| me -4 有 会 良久 


1 

5 = 49- 2 

有 公 根 y=2 
)=3v —] 


8 4 D2 


g(0,y)=-2 
所 以 方程 组 的 解 为 (1,0)，( -1,2)，( 吝 ,2). 
3。 重 根 的 结 式 判定 法 
例 3 a 为 何 值 时 ，f (w) =w!- 4w+a 有 午 根 ， 


解 


10 0 -4 a 
1 0 0 -4 a 
1 0 0 -4 4a 
(ff,f')=I4 0 0 -4 =44 (qg ~ 27) 
4 0 0 -4 
4 0 0 -4 


治 8 


f (2) 有 重 根 <> R(f,f') =0 < 和 > a=8，8s，3s? 
其 中 = 二 -二 3 


4。 参数 方程 的 结 式 化 法 


例 4 化 参数 方程 
W294 to 8 


y 一 20 COs2b 
为 直角 坐标 方程 ， 
解 令 cosl=:， 按 上 的 降 需 排列 ， 得 
{0 ~ (2 +4a2)t? - 4a?=0 
g(t) =2at: -y=0 
因 t=cos 0 是 有 (与 g() 的 公 根 ， 故 R(f,g)=0., 但 
R(f,g9) = (w+ 4a)y? — 16a3 (w+ 4a)y -+ 64ae 
是 y 的 二 次 三 项 式 ， 其 判别 式 
[ ~ 16o (002 +4a2) ~-4. 64a (w+ 4a)?=0. 
故 有 重 根 
-EL-1c (w+4da)] 8a 
Rd) 0 


即 
22 十 4a2 一 80 =0 


为 所 求 的 直角 坐标 方程 . 
$5 绿 合 题 


例 1 《〈 中 国 科 技 大 学 , 华中 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 % 
+1 人 读 % 本 不 同 种 类 的 书 ， 每 人 至 少 读 一 本 ,证 盟 ， 这 % 
+ 工人 中 必 存 在 两 组 人 读 过 的 书 种 类 相同 ， 

证 把 人 和 书 编号 ， 设 第 ! 人 读 第 7 种 书 为 0 (ay =0 
或 1) ， 则 第 i 人 读 过 这 % 种 书 可 记 为 


0 一 (0 , Cin) i=1],2, 十 
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因 QI， Ol 线性 相关 ， 故 存在 不 全 为 0 的 数 ki, 机 


龙 ,+1， 使 
knit :+h 10,1=0 
但 wy 非 负 ， 故 系数 必 有 正 有 负 ， 去 掉 系 数 为 4 的 项 ， 并 把 
系数 为 负 的 项 移 到 右 端 ， 得 
Ko 二 ++ 形 .0 = oo t+ ke 0, 

把 第 t,…,r? 人 编 成 一 组 ， 第 了 ,…, mm 人 编 成 为 一 组. 

则 这 两 组 人 读 过 的 书 种 类 相同 ， 因 为 
eo, tt hea, = dpt + Ron = (1, ,0.,) 

当 0;>0 时 ， 这 两 组 都 读 过 第 ) 种 书 ; 

当 5 二 0 时 ， 这 两 组 都 没 读 过 第 7 种 书 . 

(5, 等 于 正 数 与 非 负数 的 积 ， 不 可 能 有 2,<0) . 

例 2 (中 国 科 学 院 研究 生 入 学 试题 ) 证 明 , 象 棋盘 上 的 
蕊 ， 从 任 一 固定 位 置 出 上 发， 只 能 经 过 偶数 步 才 能 跳 回 原 处 ， 

证 取 固 定位 置 为 原点 ， 建 立 直角 坐标 系 ( 如 图 ) ， 马 有 
3 种 此 法 ， 设 跳 往 4 (= 工 2 …,8) 位 置 的 为 第 ?种 . 并 设 第 ? 
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种 跳 了 2 次 , 共 27+: 步 回 到 原 处 .那么 
Xi (了 2) 十 2a(2, D+ + wel -129) = (YJ.0 
| “wa 二 2m+]1 
i Vi 二 20+ DW 二 TW WV ~ DW ~ 20 -08 一 5 ( 1) 
| 十 0 Wa -28 一 2 一 人 十 2 十 208 一 人 (2) 
Xi1 十 仑 2 十 Na 十 仑 十 2 十 0 十 2 十 08 一 2 十 于 (3) 
(1) - (2) + (3): 
2 + os + ,+28 一 207 — 2% 二 2 机 十 1 
此 方程 无 整数 解 。 亨 盾 . 
例 3” 设 齐 次 线性 方程 组 4,x, 六 ,x 二 0 有 非 零 解 ,证 明 ， 
存在 了 = (05,,…,0,) 使 方程 组 4X=B 无 解 ， 
证 办 秩 (4) =? 去 2， 故 存在 即 价 可 道 阵 上 ，& 僻 


P4Q (~ - 
”  \0 0 ) 
和 0 : 
令 ] 六 
0 
0。 
1 


则 4X=B 无 解 。 这 是 因为 : 分 别 以 志和 和 + 工 队 可逆 阵 


or@ 1 


左 乘 和 右 乘 增 广 和 矩阵 4= (4,2) ， 得 


P4Q=(P4Q PB)= 


| 
”, 
] | 
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所 以 秩 (4)= 秩 (PAQ1) =r 二 1>> 秩 (4)， 
例 4 《中南 矿 治 学 院 )” 解 下 面 什 阵 方程 组 
人 (TY 
CX+DY=Q (2 六 


3 2 
4=-( 1 路 B=(; |)， “一 


D 9 3 p ( 4 Q (- ) 
=-(_。 _18): ~\4 3) ~“\sp 4/ 


名 X+A-iBY=A-1P, 
+O-iIDY=0-710 


(A-1B -CD)Y=A-iP-0-0 (38) 
2 5 
A-1B-0-D=( ) 
] 8 


-一切 
42P-C-Q@=( i ,) 


-9 9 20 — 14 
由 (3) 解 得 了 一”。 _。) .再 代入 (了 D 解 得 =( 10 了 


例 5 (上 海 交 大 研究 生 入 学 试题) A 以 EP"””, 其 中 PP 
为 数 域 ，f(%), g(%)EP[z], 县 (f (%), 9(2))=1. A= 
f(M),，B=g(MM),， VV ,V1,， ;分别 为 方程 组 4BX =0， 
AX 0，BX=0 的 解 空间 ， 求证, V 二 V1+V，. 
证 显然 1, 了 ,都 是 站 的 子 空间 。 因为 aEV:， 那 么 
fCM)a=0, 从 而 9g (MUM) 了 (CM)a=0, 即 aET .所 以 VSV .类 . 
由 设 ， 存 在 w(x)，2(w) € PL[%]， 使 得 
ww)f (8) +v(2) 9 (7) =1. 
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于 是 ul MFM) +o CM GM) =E 
两 问 右 夹 以 aE VV， 得 
eo=w (Mf Mat+v (Mg M)a=ata, 

其 中 =v?(M)g(M)aEVi，as=w(M)f (M)aEV，( 因 
fCM)a=f (MM) [Lv (Mg Mal=v(M)':  (M)f (M)a]= 
0. 同 理 gCM)as 一 0). 即 六 是 与 Vs 的 和 ， 
又 ， 对 任意 aE VNV,， 有 f(M)a=0 及 g(M)a=0， 
以 a 右 乘 4(M)T1(N)+2CUD)9(U) = 五 两 端 ， 得 <c=0. 即 
VjNV,==0， 所 以 VV 是 Vi 与 Vs 的 直 和 ， 

例 6 (山东 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 和 4 是 数 域 P 上 的 


xn 逢 阵 ,B 是 P 上 (wn -7) x%n 箱 降 ， C==( 人 4 ) 是 非 奇异 抵 


阵 ， 证 明 : ? 维 线性 空间 P= {w= (zw1,…, Ws)' 1%,EP 了 } 是 齐 
次 线性 方程 组 4X=0 的 解 子 空间 与 BX=0 的 解 子 空间 
;的 直 和 ， 

证 |C| 关 0, CX=0 只 有 零 解 ， 即 六 间 V,={0}. 所 
以 V+ VV 是 直 和 . 


今 CC Ol Or 1 
ey 
Os Oo Qs 


因 G1，…:，as, 线性 无 关 ， 故 Ql， ，G1 与 0101，…，0r 都 
线性 无 关 ， 即 秩 (4) =*， 秩 (B) =% -7， 从 而 维 ( 耻 ) ==n 一 
7， 维 (V,) =7.， 于 是 维 (Vi+V) =%n， 又 VitV SP", 所 
以 P"=V,+V,. 

例 7 【美国 大 学 生 数 学 部 赛 题 ) 求 方程 组 
1， 2 十 Z 一 4 (1) 


1 1 1 ， 
人 二 人 二 人 二 (2) 
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的 所 有 实数 解 . 


解 设 wy+yz+zw=b (3) 
由 (2)、(3) 得 XYyz=ab (4) 
由 韦 达 定理 ， 作 一 个 以 w，y，z 为 根 的 3 次 方程 : 
tati+bt~-ab=0 (5) 
0= -at+bt-ab—(t-a) (t+b) (6) 
由 (6) 式 看 出 x，y，% 中 有 一 个 等 于 a， 再 由 (1) 知 另 两 个 
为 不 等 于 0 的 互 为 相反 数 ， 
原 方 程 组 的 解 为 : 
Wa 多 一 天 w=—k 
Y=k 或 1Y=a 或 1Y=-k 
2Z=-kk 2 二 一 上 Za 
其 中 为 一 切 韭 零 实 数 ， 
例 8 设 多 项 式 


了 (8) =v" am" tan 
9(0 一 Do0 十 0 + tb 
则 五 (f ,g) 等 于 以 fo) 分 别 除 9(%)，%9 (2 ， 2019 (0 
的 余 式 按 升 攻 排列 的 系数 为 行 作成 的 行列 式 ， 
证 滩 
f (2) = I (w — WV,) 
vig(w)=f(%) gw) +r (%) 
其 中 75(0) 王 Ch 十 C880 十 十 Crrlr (k=1,2,..,n) 
于 是 


olc…cl li 1 1 "1 / 
Car Cee or Can = 
| 二 生 雪 汪 昌 

| Cal Cno 昌 旬 者 Cnn 21 1 wi ! 利生 vw" 
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| 71(%) fF (2) On | 
| 2 (1) ro(W2) 0 Fo (Wn) 


| 7r, (WV1) 人 (2 ) “** rr, (Wn) 
9 ( 21) 9 (12) … g (2，) 
10(01) W309 (Wo) “* Xng (Wn) | 


019(0) wi-1g(ws) « 200-19(2) | 
1] 1 .1 


= 9 (W982) 9 (%,) a 


Wi! 2 ee 从” 


出 V1 vw, '*°， :的 任意 性 ， 得 


| CI CI2 *** Cin 


\ o Con 
\ la "=9(8)9 (8) 9 (8) = R(f ,9). 


: Cat Cns "0 Cnn 
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第 二 章 ”矩阵 


$1 怎 阵 的 运算 性 质 


(一 ) 内 容 提 要 
1. 人 矩阵 常见 的 有 7 种 运算 : 加 、 减 、 乘 、 数 乘 、 转 置 、 
伴随 ( 阵 ) 、 逆 ， 本 节 只 介绍 前 5 种 运算 . 
2.P”"x" 表示 数 域 忆 上 一 切 和 xx 交 上 矩阵 所 成 之 集 ， 则 
P"*" 关于 加 法 构成 交换 群 ， 即 
1) A+B=B+A 
2) (4+B)+C=A+(B+C), 
3) 4+0=4, 
4) A+(-A)=0, 
3. 矩阵 的 乘法 在 可 乘 的 条 件 下 ， 满 足 结 合 律 ， 并 对 辑 
法 满足 左 〈 右 ) 分 配 律 
(4B)C=A(BC), 
(A+B)C=AC+BC, 
D(A+B)=DA+DB,. 
若 P"*" 客 示 数 域 P 上 一 切 % 阶 方 阵 所 成 集合 ， 则 P"*"™ 


关于 和 撼 阵 加 波 与 乘法 构成 环 ， 且 为 含有 单位 元 的 非 可 换 的 有 - 


零 因 于 环 ， 
4。P"x”" 关于 和 抢 阵 加 法 与 数 乘 运算 构成 尼 上 一 个 线性 空 


间 ， 即 除 上 面 内 容 提 要 2 中 1)，2)，3)，4) 外 ， 还 满足 
5) ] * A=A, 
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Pa 


6) Kk(A+B)=kA+KB, 
7) (K+D)A=~EkA+LA, 
8) k(tA) = (Kl) A., 
其 中 ,IEP, A,BEP"™x" 
且 dimP™"*" 王 mn。 令 名 ,, 为 位 于 第 i 行 第 1 列 的 元 素 
为 工 ， 其 余 元 素 都 为 0 的 吧 x 妈 矩阵 ， 则 
{Ei=1,2..m; f=1,2...%} 
为 f" "的 一 组 基 ， 
5. 转 置 矩阵 具有 下 面 性 质 
(4')'=4, 
(AB)'=Bb'A', 
(KA)'=kA'’, (KkEP) 
(4 士 如 ) = 入 士 己 ， 
(二 ) 答疑 辅导 
1. 和 些 阵 与 行列 式 有 何 区 别 ? 
答 区别 如 下 : 
(1) 和 矩阵 是 一 个 表 ， 行 数 和 列 数 可 以 不 相等 ; 行列 式 是 
一 个 代数 和 ， 行 数 与 列 数 必须 相等 ， 四 
(2) 两 矩阵 相等 是 指 对 应 无 素 相 等 ; 两 行列 式 相 等 不 一 
定 对 应 元 素 相等 ， 甚 至 连 阶 数 都 可 以 不 等 . 
(3 ) 两 矩阵 相 加 是 将 对 应 元 素 相 加 两 行列 式 相 加 ， 在 
某 种 特殊 条 件 下 《比如 有 妈 - 工行 相同 ) 只 能 将 一 行 行 《 列 ) 
对 应 元 素 相 加 ， 其 余 元 素 照 写 . 
(4) 数 乘 矩阵 是 指数 乘 拒 阵 每 一 个 元 素 ; 数 乘 行列 式 ， 
只 能 用 此 数 乘 此 行列 式 的 某 一 行 〈《 列 ) 
(5) 此 阵 经 初等 变换 ， 其 秩 不 变 4# 行列 式 经 初等 变换 ， 
其 值 可 能 改变 . 
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2。 和 矩阵 乘法 与 数 乘法 性 质 有 何 异 间 ? 

答 ”相同 之 处 都 满足 结合 律 ， 满 足 左 右 分 配 律 ， 单 位 阵 
扮 淄 数 1 的 角色 .指数 律 成 立 ， 

A"。A'" 一 A"'",(A")" 一 A"".(m.n 为 自然 数 ， 有 4 为 方 阵 ) 

不 同 之 处 有 四 : 

(1) 任意 两 个 数 一 定 可 乘 ; 两 个 矩阵 满足 一 定 条 件 才 能 
相 怀 

(2) 数 乘 满足 交换 律 ; 算 阵 乘法 不 满足 交换 律 . 

(3) 数 乘 运算 无 零 因 子 ， 即 当 a 二 0, 5b 站 0 时 ， 则 ab 坟 
0; 但 矩阵 乘法 有 零 因子 、 即 430, B#0, 但 4B 可 能 每 
于 00, 

(4) 数 乘 满足 消去 律 ， 好 ab=ac，a 夺 0 则 5=ce; 但 矩 
秆 乘法 不 满足 消去 律 ， 即 4B=A4C，40 可 能 BxC. 

3. (北京 大 学 ， 电视 大 学 试题 ) 设 4、B 为 % 阶 方 阵 ， 
|41*0，1|58| 二 0, 下面 等 式 哪 些 正确 ， 哪 些 不 正确 ? 

(1) 若 4B=-0,， 则 4=0 或 B=0; 

(2) (A+B)’- A:+24B+B:; 

(3) (AB) =A 有 

(4) (AB)-'= 4-'B-'， 

(5) (AB)'=A'B'; 

(6) (AB)’ =A’'B'; 

(7) 14 = 有 AI 

(8) |AB|=|A4| .12B|; 

(9) 48 和 84 的 特征 值 完全 相同 ; 

(10)4 和 BA4 的 特征 向量 完全 相同 . 

答 (1) 正确， (2) 一 (7) 不 正确 ，(8)，(9) 正确 . 
(10) 不 正确 ， 
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(三 ) 题 型 归 类 

1. 计算 寡 

(1) 数学 归纳 法 

例 1 (中 国 科技 太 学 研究 沙 入 学 试题 这 
1 ca 8B 

OO i. | 


0 0 1 


A =- 


求 4". 
解 ”演算 4? 和 4*， 发现 规律 ， 猪 想 
1 a 人 2x2 十 7 


4 二 0 1 no (1 


0 0 1 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 %=1 了 时 ，(1) 式 显然 成 立 。 好 
纳 假设 结论 对 % -上 成 立 。 则 
ia BV -Da TD +n -DB\ 


4°= oy alo (nn - Da 
O00 if/ \0 U 1 
上 na tW Tt ng 
0 ] a 
0 0 1 


从 而 (1) 式 对 一 - 切 自然 数 % 成 并 
例 2 (武汉 测绘 科技 大 学 研究 生 入 学 试题 〉 设 
入 . 0 
4 二 A 
(3 . 从 
69: 


为 奉 当 块 ， 求 4"， . 
解 经 过 全， 村 的 计算 ， 可 猜想 

入 a C1M"-1 ,,， Cr-1X, 

A 


A"= 网 OIA (2) 
0 », ps 
用 数学 归纳 法 与 组 合 公式 不 难 证 明 (2) 式 成 立 . 
(2) 二 项 展开 法 
例 3 计算 


a ob 

叶 半 
解 令 4= (，。)， 则 44= 刀 ,于 是 
(, = aE +5A)’ 


=~aB-nwva" ibA+Cia" ?0 A2+...+C*-1lab" 1A+o0"A" 
人 E+ -二 4 


1 c+d c—-d 
-让 ， i 
其 中 c= (a46)"+ (a- 6b)", d= (a+0)"- (a-0)", 
(3) 对 角 化 法 
} 42 
例 4 -| -84 |， 计算 4 
0 48 
解 1) 已 -4|= -了 OA- 印 (A+ 邯 ， 则 4 的 特征 值 
为 1，5，-5， 相 应 特征 向 量 为 
Qi= (1,0,0)’, a2= (2,1,2)’, as= (1, - 2,1). 
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令 P= (aaz,as) 则 
PAP=diag(1,65, -65), 
PiA"P=diag(1,5",(- BH)") 
/1 0 565"-]1 
{ 5" 0 | (wm 为 偶数 ) 


0 0 5" 


| 
| 。 4.5" 1 3.5" "1—] 
[0 (~-8).65"! 4,5"-! (% 为 奇数 》 
045 5 
(4) 利用 哈密 尔 顿 一 一 凯 菜 定理 
例 5 (武汉 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 
1 0 0 
T 0 | 
0 1 0 
斌 证; 对 % 宇 3， 党 有 人 4" 一 A"-?+A?-F, 由 是 求 Al00 
证 当 %=3 时 ,因为 |[AB -Al= 和 ~ 和 A?:~- 入 +]， 
由 哈密 尔 顿 一 一 凯 莱 定理 有 
A3=A?+A-BE, 


从 而 结论 成 立 ， 归纳 假设 结论 对 %-] 成 立 ， 有 
A"-1— A"-3 + A? _, 有 ， 


4 一 


两 边 乘 4， 有 
A"~—A"-?+ A3—A 
=~A"?+A:- Eb. 
内 此 结论 对 一 切 自然 数 % 成 立 . 
令 n=100， 那 么 
4100 一 A8 1 A2 ~ A DA oF 
= =A? -+494A?- 49 


7 闫 


(5) 砷 余 除 法 
例 6 (武汉 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 求 45"， 其 中 
1 0 0 0 
-]】 -上 -1 0 
和 一 和 
| ] ] 0 
DD 2 2» 0 
以 和 的 特征 多 项 式 


f=|AE -AI=XM(XA- i). 
愉 9 (A) = 二 和 ”， 得 


g (A) =s(A) FN) + a t+bA +eAtd. : 11) 
今 和 =0 得 4=0. 令 入 =1 得 
n+b+c=1, (2) 


再 由 f'(0)=9g'(0)=f"(0)=g"(0)=0 得 b=c=0, 再 由 (2) 


得 a=1. 
gq (A) =8 (MFA + A 


出 哈密 尔 顿 一 - 凯 莱 定理 得 
4500 一 fg (4) 一 4 
1 0 0 0 
-] 0 0 0 
| 1000 
9 .0 0 0 


2. 已 知 敌人 4， 求 4， ， 
例 7 (中 国 科技 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4=( 0 。)， 
其 中 a，5 ，。 为 实数 ， 试 求 出 a，05，。 的 一 切 可 能 值 ， 
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使 得 4 = 五 . 
解 4 是 上 三 角 阵 ， 其 徊 仍 为 上 三 角 阵 ， 故 可 令 
CI 1 ) 
0 CI 
其 中 Fa,b,2) 是 4a,5,c 的 整 系数 多 项 式 ， 再 由 4 = 必 ， 
得 


hm 人 


alo0 一 T，cl00 一 工 ， 
，。 4 一 士 工 ， 一 士 工 
24 a=c=1 i 


] 100b 
| ) 1 ) = 已 ， 


所 以 2=0， 从 而 和 = 天 
当 4=C= 一 一 工时 ， A= -EE. 
当 a= -c=1 或 4= -c= -1 了 时, 6 可 以 任意 . 
综 上 述 ， 4 为 下 面 4 种 可 能 ， 


~ 1 -~ 了 8 
( 1 )* ( 让 (。 加 及 0 1 
.3。 求 与 某 一 矩阵 可 交换 的 矩阵 
例 8 (西安 冶金 建筑 学 院 研究 生 入 学 试题 ) 设 


0 1 0 
上 0 中 
] 0 0 
求 所 有 与 么 乘法 可 交换 的 矩阵 昌 ， 
解 设 B= (2) 为 3 阶 方 阵 ， 由 4B=B4 得 方程 组 ， 
01 一 05 一 Mpa 一 人 一 太 8， 12 一 X6 一 光 7。 
所 以 
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‘@ D 5C 
5 u | 其 中 性 ， 2 ， 2 为 任意 数 。 


b CC & 


$2 ”和 矩阵 的 秩 


(一 ) 内 容 提要 
1. 非 零 矩 阵 的 秩 有 下 面 三 种 等 价 定义 ; 
(1) 矩阵 中 不 每 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 数 ; 
(2) 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 ; 
(3) 和 矩阵 的 列 回 量 组 的 秩 ， 
并 且 规 定 零 矩 阵 的 秧 为 0. 
2， 初 等 变换 不 改变 第 阵 的 秩 ， 
3. 设 秩 (4) =>， 则 4 可 经 初等 变换 化 为 标 维 形 ， 即 存 : 
在 可 逆 阵 尼 ，@， 使 得 ” . 


PaQ=( 


4， 第 阵 和 、 差 ， 积 的 秩 
秩 (4) - 秩 (号 委 秩 (4 士 妨 委 秋 (4) + 秩 (); 
秩 (4) 十 秩 (2) - -nn 之 秩 (4B) 过 min( 秩 (4)， 秩 (B))、 
其 中 有 友 ，B 分 别 为 sx% 和 %x ;和 矩阵 ; 
秩 (kA) == 秩 (4) ;(% 为 非 零 常数 ). 
秩 ( 和 == 秩 (4) .1 
5. 当 人 和 4 可 逆 时 ， 则 
秩 (4B)= 秩 (B), 秩 (C4)= 秩 (C)， 
当 有 AB 二 0 时， 则 
秩 ( 双 ) 十 秩 ( 已 ) 魏 宛 
其 中 4 如， 号 分 别 为 sx 如 和 和 色 x 玉 和 拭 阵 ， 


E, 0U 
0 0 
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二 ) 答疑 辅导 
,在 革 为 "的 类 隆 中 ， 有 无 等 于 零 的 + 阶 子 式 ? 有 无 
的 7 内 了 区 有 无 7 行 ( 列 ) 线性 相关 ? 有 无 


行 ( 列 ) 线性 无 关 ? 
和 设 秩 (4) =”， 和 4 中 存在 某 一 个 了 阶 子 式 不 为 零 , 并 
不 一 定 所 有 > 阶 子 式 不 为 零 ， 因 此 可 能 有 等 于 零 的 + 阶 子 
式 . 但 44 一 定 不 存在 不 等 于 零 的 7 十 1 阶 子 式 。 
把 4 的 所 有 行 向 量 看 成 一 个 向 量 组 ， 则 它 存 在 一 个 极 
大 线性 无 关 组 含 ”个 向 量 ， 但 并 不 是 所 有 ?个 向 量 都 线性 无 
大 . 换 句 话说 可 能 有 ”个 行 向 量 线性 相关 。 但 没有 ?十 工 个 
行 线性 无 关 ， 
对 于 列 有 类 似 的 结论 ， 
2， 分 块 阵 的 秩 有 哪些 主要 性 质 ? 
答 有 下 面 一 些 主要 公式 ， 
(1) 设 B=diag(A41,4,,.… 4,)， 其 中 4， 为 9 级 方 阵 。 
则 秩 (B) = 之 秩 (4) ， 事实 上 ， 我 们 只 对 k=2 证 明 即 可 ， 


和 A 
设 B=(”/) 秩 4=， 秩 刀 =!， 则 存在 可 逆 阵 已 ,Pa， 


P,P, 使 得 万 Ep 
PiAP,=( ' 0): PsDP,=( ,) 


其 中 恕 ,和 怠 , 为 + 阶 和 二 阶 单位 阵 
PP, Ps, 
令 P=( p ) Q=( p ) 则 P，Q 为 可 逆 阵 ， 且 
b, 
Pp AA ri， 
PBQ=( P, )( op p )= 
0 
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秩 (B) = 二 r+t= 秩 (4A) 十 秩 (D)， 
A A A 
(2) 设 | 和 人 
0 “A 
其 中 4s 为 方 阵 ， 则 秩 (B) 入 忆 和 铁 (Axw) 不 一 定 成 立 ， 只 对 - 
2 进行 证 明 即 可 . 和 


1 0 0 0 
An=Aw= (0 0)， 4u=(。 | 


秩 (B) 三 383， 而 秩 (4) 十 秩 (4:*) 二 2. 
(3) 第 一 降 秩 定理 
(4 中 - 健 罗 + 秩 (D.- CA-1B)， (4 可 道 
CD 秩 (D)+ 秩 (4-8D-1C)，(D 可 首 ) 
我 们 只 证 当 委 可 道上 时 (为 一 间 理 可 证 )， 考 虑 


| E 0A BE -A-:B, /A 0 
(_ ea- gp)(c pj(o E )=(o p_ caip) 


各 A 2 A D-CA-1B 
则 秩 ( ~ mp )= 秩 (入 + 秩 ( ). 
(4) 第 二 降 秩 定理 
秩 (D-CA-1B) = 秩 (D) - 秩 (4)+ 秩 (4- BD-IC) 


事实 上 ， 令 


当 4， DD 均 有 逆 时 ， 有 


秩 (MM) = 秩 (4) 十 秩 (D-CA-1B) 
二 秩 (D)++ 秩 (A4 -BD-1C) 
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移 项 即 证 . ， 
(5) max( 秩 (4) ， 秩 (B))<< 秩 人 ， )]< 秩 (4) + 秩 (B) 


max( 秩 (4),， 秩 ( 刀 )) 委 秋 (4 .有 2) 委 秩 (4) 十 秩 ( 已 ) .. 
我 们 只 证 第 二 个 式 子 (为 一 同 理 可 证 ) ， 设 秩 (4) =?， 
秩 (2) = 上 ， 且 4 和 已 的 烈 遍 量 组 分 别 为 
A / (1 )- 
St (FF ): 
(4.8B) 的 列 向 量 组 为 
0 人 |. "四 ): 
显然 秩 ( 和 ) 汪 秩 (J)， 秩 (四 ) 宇 秩 ( 耳 ). 所 以 
秩 (A4.B) 汪 max( 秩 A， 秩 B). 
设 ( 1 和 ( 卫 ) 的 极 大 无 关 组 分 别 为 
0 RB 


册 (四 ) 与 
Qo Os BB, (WY 


等 价 ， 而 秩 ( 隐 ) 不 超过 它 的 向 量 个 数 ”+ 上。 故 
秩 (4,B)= 秩 (和 站) 一 秩 ( 了 ) 委 >+1L= 秩 (4) 十 秩 (P 
3。 什 么 则 Syjvester 公式 ? 
答 Sylvester 公式 是 ， 设 4, 分别 为 8x% 和 各 x 
矩 竹 ， 册 
秩 (A4) 十 秩 (8) -72 魏 秩 (4P) (1)- 
我 们 来 证 有 明 这 一 公式 (江西 大 学 研究 生 入 学 试题 ) . 出: 


“ 式 -EOE Br -bh bb 贞 
(4 g)(4 0 )(, »)=(, 8) 
区 ( -w+ 隐 (- AB) =n+ 秩 (4B) 2%: 
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区 ( 、)- 秩 ( ，)< 秩 (4)+ 秩 (8) (8) 


:由 (2)，(3) 两 式 得 证 (1). 
4 .什么 峙 Frobenius 公式 ? 
答 ” 它 是 Sylvester 公式 的 推广 ， 即 

秩 (4BC)>> 秩 (4B) + 秩 (BC) - 秩 (B) (4) 
:我 们 来 证 明 Frobenius 公式 (4) (厦门 大 学 研究 生 入 学 试题 ). 
设 4,， B,C 分 别 为 sx%，%wxm，mxt 年 阵 ， 秩 (B) = 
由 满 秩 分 解 公式 ( 见 p.281 第 8 章 84) ， 存 在 秩 为 7 的 %x7 
下 阵 下 和 7? xmn 失 隆 且 有 B=FH、 则 
秩 (4BC) == 秩 (A4FHC) 宇 秩 (4F)+ 秩 (HC) -7 (6) 


秩 (4B)= 秩 (AF 卫 )<< 秩 (4F)， (6) 
秩 (BC) = 秩 (FHC)< 秩 (HC). (7) 
:将 (6)，0) 代 入 (5)， 即 证 (4)， 
(三 ) 题 型 归 类 
i. 计算 矩阵 的 秩 
(1) 最 大 于 式 法 
例 1 (北京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 及 4= (ai) 是 % 阶 
实 方 阵 ， 
>0, (t=1,2,..n) (1) 
0 (VI, tj=1,2.,.,%) (2) 
Sas=0, (i=1.2. .hh (3) 
征明 : 秩 (4) = 一色- 工 


证 把 4 的 各 列 都 加 到 第 列 ， 由 (3) 式 得 第 工 列 全 为 
O， 干 是 |4|=0、 如 果 再 能 证 明 扫 中 有 一 个 %- 卫 阶 子 式 不 
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等 于 0， 那 就 证 明了 秩 (4)=%- 1， 
考察 |4| 中 au 的 代数 余子 式 

(0,» “es Oon 

A = 


dn2 人 on 
得 (1)，(2)，(8) 知 41 是 严格 对 角 占 优 , 于 是 4 上 00， 证 - 
毕 . 
(2) 利用 已 知 公式 
例 2 〈 吉 林 大 学 研究 生 人 学 试题 )》 设 
秩 (A4- 记 )=P, 秩 (B-E)=0 
则 ” 秩 (A4B- EE)<p+a. 
证 AB-E=A(B-E)+(A-E), 
秩 (4B- 巨 )<< 秩 (A4(B- 马 ))++ 秩 (4- 太 ) 
夺 秩 (BB- 世 )++ 秩 (人 4-k)=pD+9. 
(3) 利用 同 解 方程 组 
例 3 (华中 师范 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4 为 nxm 实 - 
和 矩阵 ， 证 明 ， 
秩 (4) = 秩 ( 和 44) 一 秩 (4 全 ) == 牧 (人 人) (1) 
若 4 是 复 和 矩阵 陀 ? 
证 秩 (4)= 秩 (4')， 因 此 只 需 证 明 
z 秩 (4) = 秩 (4 4) (2 ) 
或 者 证 明 4 下 = 0 与 4.4X= 0 同 解 即 可 .， 
AX=0 的 解 显 然 是 44X=0 的 解 ， 
反之 ， 设 已 , 是 瑟 4X=0 的 解 ， 刚 
0= 有 ,4A'AX, = (4X,)' (44 ) : (3¥ 
由 4 是 实 和 矩阵 ， 由 (3) 得 4 人 ,==0， 从 而 上 述 两 方程 组 同 解 、 
有 即 证 (2) 式 和 () 式 成 并 ， 
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当 有 4 为 复 和 矩阵 时 ，(1) 式 不 一 定 成 立 ， 比如 
1 3: | / 
A= (， 由 有 A'A=0 
(4) 利用 初等 变换 
例 4 设 4 是 色 阶 反对 称 阵 ， 证 明 
‘1) 和合 同 于 B8=diag(C,…,C,0)， 其 中 c=( | 站 


2) 秩 (4) 等 于 偶数 ; 
3) 14|= 如 (是 数 ) . 
证 JJ) 对 % 用 数学 归纳 法 , 当 %=1 时, 4= (0) 结论 成 


0 
立 . 当 w=2 时 ，4={( ,车 a。=0 结 论 成 立 ， 当 a>0， 


1 
QO 一 一 - 
| Va 
了 
六 本 “ 
:出 
p'AP=C. 


结论 也 成 立 ， 当 a <0， 类 似 可 得 . 
归纳 假设 结论 对 %< 成立， 再 考察 %= 此 +1] 时. 设 


{) (ls dlr,! 


— Oir 时 者 站 Hr el 
() 


一 他 ri 

”者 最 后 一 行 ( 列 ) 元 素 全 为 0， 则 由 归纳 假设 结论 可 证 ， 

否则 ， 不 失 一 般 可 设 ee , 关 0， 出 o. 5, 乘 最 后 一 行 和 最 
后 一 列 ， 则 4 合同 于 


-0 


0 … 0 Di 


-ov 0 1 

-0 1 0 

再 利用 1，- 1 将 最 后 一 行 ( 列 ) 元 素 全 化 为 0， 则 4 又 合 - 
同 于 

0 ... Dl, 


() J 
: -】 0 


再 由 归纳 假设 ，D 合同 于 diag(C,…,C,0). 但 委 合 同 于 D,. 
由 传递 性 即 证 . 
2) 由 上 面 结论 ， 存 在 可 逆 隆 了， 使 
T'AT =diag(C,*,C,0) (1) 
秩 (4) 三 秩 (C) 十 … 十 秩 (C) 二 2 十 … 十 2=2m. 
3) 由 (DD) 式 ， 车 14|=0 则 结论 成 立 . 车 |14| 关 0 则 由 
() 式 有 
| (T= |C|"=1 
[41= 这 TAT 一 如 ,其 中 t= T|， 


(5) 利用 标准 形 
例 5 (日 本 电气 通信 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 证 明 % 阶 阵 
是 徊 等 阵 的 充 要 条 件 是 
站 A) = (1) 
证 ”必要 性 ， 设 4A?= ， 则 A 的 竺 化 多 项 式 f (2) = 
~ 无 重 根 ， 4 且 特 征 值 为 0 和 ]. 故 存 在 


Bl 


河道 阵 了 ， 使 
TIAT ~ diapg (EB,, 0), (2) 
其 中 ?= 秩 (4) 
TE- A)T=diag(0, EF,._,) ( 3) 

省 (2) (3) 即 证 (DD). 

无 分 性 ， 设 秩 (4) =7， 由 满 秩 分 解 ， 则 存在 秩 为 ”的 
%x7? 阵 了 和 7? x% 阵 GG 使 A4=FG， 秋 由 第 二 降 阶 定理 

秩 (, -有 4)= 秩 (EB, -了 FG)== 秩 (8,- FE,G) 
一 秩 ( 乙 ,) - 秩 (B,) 十 秩 (B, ~- GE 站) 
二 和 % 和 -了 十 我 (BB,- GF，). (4) 
由 (1) 式 
秩 (E -A)=n-r7, (8) 
由 (4), (5) 两 式 ， 秩 (EB,- GF) =0，GF=,， 则 
A2—FGFG-FEG=—FG=A. 

(6) 利用 秩 的 降 阶 定理 

上 面 例 5 的 充分 性 证 明 即 是 . 

(7 ) 利用 线性 空间 

例 6〈 南 京 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 4= (4,) 为 2 阶 复 
方 阵 ，A?=A, 令 z 

R(A) 一 {XI|X=Al, 1 了 取 遍 一 团 %x1 复 矩阵 } (1) 


汽 证 ，RC4) 的 维 数 等 于 Ba 
证 令 开 是 复数 域 ， V=K", 则 RR(4)=4AV, 有 


dim AR (A) 一 dimAV= 秩 (4). (2) 
吓 由 A:=A， 则 存在 可 逆 阵 TT， 使 
7T"“14T diag(,,0)， 其 中 7?+= 秩 (4) (3) 


折 (3) 式 知 
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秩 (4) = 一 杂 (一 0)=tr (7-1AT) =trA= Sia, (4} 
由 (2) , (4) 两 式 即 证 ， 
83” 和 矩阵 的 北 
(一 ) 内 容 提 要 


1， 对 方 阵 和， 存在 方 阵 了 5, 使 45=5B4= 避 则 称 和 4 是 . 
可 站 的 《 非 并 的 ， 非 退化 的 ， 满 秩 的 ) .并 称 忌 为 和 的 道 ， 
记 作 已 = 4 

2。% 济 方 隆 4 可逆 的 充 要 条 件 是 下 列 任 一 条 件 成 立 。. 

(1) |A4|#¥0; 

(2) 秩 (4) =%; 

(3) 么 的 行 《 列 ) 向 量 线性 无 关 ; 

(4) 方程 组 4 =0 只 有 零 解 ; 

(5) 4 可 经 过 初等 行 ( 列 ) 变换 化 为 单位 阵 ; 

(6) 4 可 表 成 有 限 个 初等 阵 的 积 ， 

3。 伴随 阵 具 有 下 面 性 质 

(1) AA*=A*A= |A4|E, 

(2) n 秩 (4)=n 

秩 (A*) 二 41 秩 (A)==%-~] 
0 秩 (4) 委 7 -2 3 

(8) |A*|=|Al""! (n>2); . 

(4) (KA)* 二 kK"-iA* (Ek 是 数 ， 乞 为 nv 阶 阵 ); : 

(5) (Ab)*=b+*A*, 

(6) (A*)’'= (A')+., 

4。 可逆 阵 的 性 质 

(1) (4 ) 二 入; 


(2) (4 一 (4 

(3) (40) 一 有 4 

(4) (KA4) -1 二 kp-14-1 (kk 是非 零 数 ): 
(5) 妆 妥 可 道 时 则 4* 可 雍 ， 上 


i 
‘A*)- = AI 和 A 


| 答疑 辅导 
， 怎 样 证 明 上 面 内 容 提 要 中 的 f 伴随 阵 的 性 质 ? 
和 (1) 由 乘法 直接 可 证 . 
(2) 当 秩 (4) =? 时 ， 则 141 关 0， 由 上 面 (D ， 疯 边 取 
行列 式 
14114+=147 关 0， 兢 (4*#) 一刀 . 
当 秩 (4) =2 -1 时 ， 由 (0) 式 得 44*=0， 从 而 
1 一 秩 和 十 秩 (4*) 、， 秩 (A*) 二 ] 
当 秩 ( 有 A) 二 % -2 时 ，A4A* 一 0， 秩 (4*) = 二 0. 
(3) 当 | 有 | 关 0 时 ， 出 (了) 知 
1A4|.|A*|=1AI"” .. [4A*|=|A1" 
当 | 有 |=0 时 , 秩 (A*)<<1, .1A*|1=0=|]A]"-! 
(4) 由 伴随 阵 定义 直接 可 证 ， 
(5) (吉林 大 学 研究 生 入 学 试题 证明; (4B)* 一 B*A*. 
当 |4Pi 关 0 时 ， 则 由 公式 4*= |414-:， 得 
(AB)*=|AB|(AP) =1B|.B .|AI.A 1!=B*A*. 


结论 成 立 . 
当 |4Z81=0 时 ， 考 虑 矩阵 4( 和 =A4-AE, B(N) = 
J 必 .存在 人， 使 
[AO) TE0, 1BOV) | 六 0， (1) 
沿 ] 
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(A BM) =B* (NAAT(N). (2) 


> 


(A BO = fs CN)) xn 
B* (A) A* (N) = (94 (NM) ) nxn 
由 (2) 式 ， 则 
FOOD =90N), (1 一 272) (3) 
由 于 有 无 穷 多 个 入 使 (了 ) 式 成 立 ， 从 而 有 无 穷 多 个 入 使 (3) 式 
成 立 ， 但 fi (与 9 (和 ) 都 是 多 项 式 , 从 而 (3) 式 对 一 切入 值 
成 立 ， 即 证 (2) 式 对 一 切入 值 成 立 ， 在 (2) 式 中 令 和 二 0， 则 
(AB)*= (A(0)B(0))*=B*(0)A*(0) =B*A*. 
(6) 设 和 4= (a,y) 为 % 阶 方 阵 ， 则 


4 人 

(4*+) 一 区 这 |- (A') 小 
A 

2. 分 块 阵 的 逆 有 哪些 主要 公式 .? 

答 。 有 下 面 一 些 公式 : 

(1) [diag (A,, AT)]- 一 diag(4 有) ; 

-1 -1 

(2) A A 


A-! 
A A7! 
(3) ( =( 人 0) 
0 CC-! 


0 A -CC-IiBA-! C-! 
( )=( 及 一; 0) ) 
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(4) /A B\-! ,MH 
(c Dp ) -人 ga) 
其 中 M=A4-!1+ 4-1B(D - CA-1B)-1CA-1, 
H= -A-1B(D- CA-1B)-!, 
F~— - (D-CA-1B)-1CA-!, 
G= (D-CA-1B)-1. 
上 面 公式 均 可 按 定义 直接 验证 ，(4) 式 称 为 求 逆 的 第 一 降 阶 
定理 ， 因 为 它 把 高 阶 和 矩阵 求 逆 化 为 低 阶 求 逆 ， 当 然 上 述 公 式 
成 立 的 条 件 必须 两 边 记 号 均 有 意义 、 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 求 逆 
(1) 验证 法 
例 1 设 1 (2%) = 二 an2%" 十 … 十 Qiw 十 qo 为 方 阵 4 的 零 化 多 
项 式 ， 若 ao 所 0， 则 4 可 道 ， 
证 因为 
0=f(A)=a,A”"+ .aA+aE 
A (qn A™ 1 十 十 QI 五) 一 已 
和 4 可 逆 ， 且 / 


A-1 = (QA 十 十 aE). 
0 


(2) 初等 变换 法 

例 2 求 %( 宇 2) 阶 阵 和 4 的 道 ， 其 中 
0 1 1...J 
1 0 1...1 


A= 前 让 蝇 
1 1 1...0 ， 
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解 将 (4, 互 ) 的 各 行 都 加 到 第 一 行 ， 再 用 -二 乘 第 1 


行 ， 这 时 第 工行 全 为 工 ， 再 将 第 工行 的 -J 倍 加 到 其 余 各 行 ， 
再 将 其 余 各 行 都 加 到 第 工行 ,最 后 用 - 41 乘 第 2, …,?% 行 , 便 得 


On 】 oo 1 
A-i 1 了 9- oo i 
] ] 一 7 


(3) 行列 式 法 
例 3 (1989 年 湖北 省 师范 专业 大 学 生 数 学 竞赛 题 ) 设 


4 
4= (。 4g) 4-60=l 求 4 


解 ” 由 公式 4-!= ， 则 可 得 


(4) 定义 法 
例 4 (南京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 45= 
B=A?- 24+2%bE, 求 Bi 


解 B=A(A+2E)(A-E) (1) 
由 4 二 2 思 ， 可 得 
B= ($4)4, A (2) 


A3+8E=10E, (A+92E)(A?-24+4E)=10k 
(人 4+2&)" ?= =10(A? -24+4E). (3) 
E=A-. EA-E(A+A+E), 
(A-E)!=A+A+E, (4) 
由 (1), (2), (3), (4) 及 44=2， 得 
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bi=(A- bE) '(A+2E)-1A-!1=— (A?+ BA+AE,) 


(5) 待定 系数 法 
例 5 (清华 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4,B 都 是 % 阶 方 ” 


了 泊 ， 有 所 + BB，A4-B 都 可 族 p=(, 了 求 孔 - 
时 和 9 B 4 当 
解 今 D= (2 下 DD-!1= 万 得 
及 有， 
4AX + BX,=E, (1) 
AX, -+ BX,=0, (2) 
| (3) 
BAX, + AX,=E. (4) 


(1) + (3) 得 
(4+ZD) (AI 二 兴 se) 一 马 ， 下 1 十 肥 3 一 (人 十 万 ) (5 ) 
(1) ~- (3) 得 
Xi1 -X= (A-B). (6) 
ff 《5)，(6) 得 
Xi= ((A+B)-!+ (A- B)-!), 


Xs=5((A+B)-!- (A-B)-). 


(2)，(4) 类似 可 得 入 一 人 1， As? 一 全， 
于 MM 7 ) 


D2! -3( 
2\H A 


其 中 NM= (4+B)-!+ (A4-B)-!, 
H=(A+B)-!~- (A4-B)-, 
(6) 和 化 积 法 
例 6 (Sherman 一 Morrison) 设 入 是 多 阶 可 逆 阵 ，a 与 
8 是 %w 维 列 向 量 ，1+B8'4-ia0， 证 明 ; 4+a8’' 可 送 ， 并 . 
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求 (4+a8B7) -1 
证 有 +aB8’=A[E- (A-ia) (- 8’)], (1) 
可 以 验证 
(1+B'A-1a) (-B)=(-B)EE- (A-ig) (- 8')], 
(-B)=(1+B'A-ia) -1( -BEB- Aia( -8B')1. 
E=[EB-A-ia(-B')I+A-ia( ~ 8’) 
=[E -A-ia(-B')]+A-ar (1+B8'A-1g) -1( - 8') x 
(E-A-!la( -8'))] 
=[E+Ala(l+B'A-la) -1( ~ BY)IE-A-ia( - 8)): 
(B-Aia(-B))-i=E+A-ia(l+B'A-Ig) -1( - B'). 
z (2) 
由 (1) 式 知 和 4+apB 可 道 ， 且 
(A+aB) -1=[E- (A-ig) (~ 80)]-L4-: 


_ ] 
= 人 1484， 

(7) 分 类 法 
例 7 设 

0 他 1 

A=[|: : 
0 0 vo Cn_1 
a 0. 0 


0102…p0 0, 求人 A471 
B 
解 将 和 4 分 块 成 4=( ),B=diag(ar,…, ant), 


则 由 分 块 公式 得 四 
0 0...0 6zl 
7 


和 -1 


| 
me 
3 
如 
入 | 
mm 
| 


0 0 arl 0 
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(8) 利用 特征 多 项 式 
例 8 (四 川 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 议 


1 1-1 
4 一 |I2 1 0 
AL -1 0 


试用 哈密 尔 顿 一 山菜 定理 ， 求 4 
解 (ON) 三 | 已 一 人 | 一 3 一 2X2 一 如 ， 
43 -24?- 3E=-0, 


1 °) 

-一 A277. _ 1 
A(34 34 )= ， 
1 Fi 
人 1 3 


-82 -| 


1 1 
A-!= 3 (4-24)= 8 


2, 证明 关 于 逆 的 窗 式 
例 9 (甘肃 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 证 朋 ， 
(A+B)- :=A-i1- A-i(A-i+B-')-1A-1 
证 ”由 于 等 式 : 
(A+B) (A-!- A-1(A-t+B-1)-1A-!) = 
从 而 (1) 去 成 立 . 
例 10 “(东北 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 届 % 阶 方 降 
= (cf) 满 足 条 件 : 
(一 了 ,2 ,1 ), Ee 下 (Lae )) 
证 明 双 有 逆 系 阵 . 
证 站 因为 
lesl< 0m- 1) x 瑟 i =]=|a,|, ($=1,2,. 


从 而 和气 为 可 逆 阵 . 
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(1) 


,7) 


3， 解 方程 组 
例 11 解 线性 方程 组 AX=B, 其 中 


1] 1 -1 1 
] -了 0 1/ 0 /. 


于 
| 1 
\— 1 
当然 也 可 以 不 必 鞠 求 逆 ， 用 初等 行 变换 把 矩阵 (4,8) 的 左边 
和 4 化 成 恕 ， 右 边 的 8B 便 化 成 4-'B， 即 
. (A,B)— > (BE, 44 已)， 
4. 关于 伴随 阵 
例 12 ” 试 求 满足 (4*)*== 委 的 一 切 %w 阶 方 阵 . 
解 ” 我 们 先 证 (天津 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 


(A*)*=|Al" A (n>2) (1) 

当 |41 夺 0 时 ， 由 
A* (A*)*= |A*|E=|A|"-iE, (2) 
AA+ 二 |AllE, A*=|A4|A. (3) 


由 (2)，《3) 即 证 (了 DD) 式 . 
当 |A4|=0 时 ， 只 和 需 证 明 (4*)*=0， 当 %>>2 时 ， 由 于 
秩 (4*) 1， 故 (4*)* 二 0; 当 % 一 2 时 ， 设 


b 
“= (。 4) 


|: -bb 
A ( ， ” ) 4+)+=A4=|4]"-"4( 因 n=2). 


性 a , 
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(1) 式 仍 成 立 ， 
再 求 (4*)* 一 和 4 的 解 4， 由 (了 ) 式 则 求解 
14124=4 或 (141" -了 有 A=0, (4) 
因此 ， 当 |41"-?=1 时 ， 委 可 以 为 一 切 % 阶 方 阵 ; 当 |41" 
ve] 时 ， A=0. 
$4 ”分 块 矩阵 
(一 ) 内 容 提 受 
1， 系 阵 一 般 可 以 进行 多 种 分 块 方法 ， 常 兄 有 以 下 几 种 
特殊 分 块 法 
(1) 按 列 分 基 
B= (Bi,B,,……,bB,),) 其 中 已， 为 列 问 量 ， 则 
AB=A(DB,, 一 (4B , AB.,). 
(2) 按 行 分 块 


A, 
A 


(3) 按 行 按 列 分 类 


AB 


B= 其 中 4 为 4 的 行 同 量 ， 


AB 


B, 
AB = (A1A,...A.,) | 


| 二 十 ,Bas， 
B 


四 


(4) 分 成 4 块 


BC 
A= 他 1 
(5) 整个 矩阵 算 一 块 ， 
(6) 每 个 元 素 算 一 块 . 
2， 分 块 矩阵 在 有 意义 的 情形 下 可 以 相 加 ( 减 ) ， 相 乘 


An 


和 数 乘 
分 坪 阵 的 秩 和 地 的 求法 在 本 音 82，83 已 经 给 出 . 
(二 ) 答疑 辅导 
1 什么 叫 广义 初等 矩阵 和 广义 初等 变换 ， 
答 ”“ 下 而 一 些 矩 阵 称 为 广义 初等 阵 ， 
0 已， C | E, 
(zp 0) ( p. ) ( co ) 
Eb, D Ee, 0 
(og) (rp,) 
其 中 吾 . 表 示 访 阶 单位 阵 ，€ 是 为 阶 可 北 阵 ， 了 和 下 是 x 
% 和 %xm 和 矩阵 . 
A! 4 
用 上 述 矩 阵 左 〈 布 ) 乘 4=( 。 4。 )， 相当 于 对 4 


作 一 次 分 块 的 行 ( 列 ) 初等 变换 ， 比 如 


0 五， A， 4 A，。 A4, 
( E, 0 ) 的 A, )=( A A4, )， ‘1) 
A， 4， 0 EE, A,， 4 
的 4 ， ) ( E, 0 )=( A， 4, ). (2) 
这 种 变换 称 为 广义 初等 变换 . 
2. 广义 初等 变换 是 否 改 变 逢 阵 的 秩 ? 当 为 方 阵 时 是 否 
改变 行列 式 的 值 呢 ? 


答 ”由 于 广义 初等 阵 均 为 可 赣 阵 ， 因 此 无 论 左 乘 或 右 乘 
某 一 和 矩阵 都 不 会 改变 其 秩 。 但 行列 式 值 可 能 会 改变 . 这 从 上 
一 问 中 (1) ，(2) 两 式 就 可 看 出 . 
(三 ) 题 型 归 类 
1。 求 行列 式 的 值 
例 1 设 4A，83，C，0O 都 是 多 阶 方 阵 ， 且 4C=C4 证 
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用 


ep ” 
江 当 | 和 4| 关 0 时 ， 则 
人 (De 
两 边 取 行 列 式 
0 2 |=141.1D- CA7B! 


=|AD- ACA-1B|=|1AD- CB|. 
当 | 有 =0 时 , 取 % 使 14+2 盏 | 关 0,， 但 
: (A+wE)C=C(A+wE), 
”由 上 述 结 论 
: 人 [=1(4+wE)D- CB z (3) 
由 于 对 任意 %, (3) 式 都 成 并 ， 从 而 (3〉 式 为 恒等式 . 令 %= 
0， 即 证 (1) 式 . 
2， 求 黎 
例 2 (东北 工学 院 研 究 生 人 学 试题 ) 设 A4,， B,C， 
万 为 即 阶 方 阵 ，4C=C4，4D=CB， 且 14| 关 0， 匣 
G=( 7 ) 
C D': 
求证 多 委 秩 (C) 二 2%， 
证 由 上 面 例 1 知 1C1=140 -CI=090， 故 秩 (C)<< 
-202， 而 | 和 4 天 0， 故 获 (G@) 之 %. 
3. 求 符 征 值 0 ，、 
例 3 《清华 大 学 研究 生 和 学 试题 ) 求 4=( ) 0 | 
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的 全 部 特征 值 ， 其 中 J， 是 每 一 元 素 都 是 的 % 阶 方 阵 . 


A -J, i 
解 XB-Al=| 和 | (1) 
人 Ek EE 人 已 J Eb Ee 
(， p)( ,xg ) 人 。 Bb ) 
AB-J, 0 : 
-( -Js AB + ) (2) 
将 (2) 式 两 边 取 行 列 式 得 
IAE -A|=|AE -J,|. AB + ,|, 
[AE -J,|=NA" iA- 1%), 
[IAB + |= 和 "1(N+ 1). 
[AB -A|cA" A A 
则 又 的 特征 值 为 
Mi= A 0 Mr! 二 ha = 
例 4 (大 连 工学 院 研究 生 入 学 试题 ) ”正定 分 块 第 阵 
Al! 4 Bl! 2B, 
4=( 4。” 4 ”) 的 逆 逢 阵 为 B= ，)， 基 中 4 
B,， (1 二 1.2) 均 为 m, 阶 方 阵 ， 证 明 
: Ai'= Bn- BiBn Bo. {1) 
证 由 45=E 得 z 
AuBit+A.B,i= BE, (2) 
AliBis + Al,B,,=0, (3) 
由 (3) 得 z : 
AlBi,Ba!'= ~- Al, (4) 


(4) 式 两 端 布 乘 B,1， 左 乘 4ii 得 
BiobBaiBai= Ai(- AlBP,) 
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=Ani(AnBi - EF)=B,- A 
移 项 后 即 证 (1) 式 ， 


8§5 特殊 和 窍 阵 


(一 ) 内 容 提要 

1. 零 矩阵 ， 数 量 矩 阵 k 妨 ， 对 角 阵 ， 上 (下 ) 三 角 阵 , 准 
对 角 阵 ， 对 称 阵 ， 反 对 称 阵 等 均 是 已 知 的 特殊 矩阵 ， 下 面 仅 
列举 一 些 常用 的 运算 性 质 

(1) 两 个 上 三 角 阵 〈 下 三 角 阵 ， 对 角 阵 ， 对 称 阵 ， 反 对 
称 阵 ， 准 对 角 阵 ) 之 和 仍 为 上 三 角 阵 ， (其 它 也 是 ) 

(2) 上 (下 ) 三 角 阵 可 逆 的 充 要 条 件 是 主 对 角 线 元 全 不 为 
0 ， 且 它 的 逆 也 是 上 (下 ) 三角 阵 ， 即 


| 本 0T 
ga -(。 ai'/. 


(3) 对 称 ( 反 对 称 ) 阵 的 逆 仍 是 对 称 〈 反 对 称 ) 阵 . 

2. 常见 的 特殊 系 阵 还 有 ， 

(1) 44 = 和 4= 厂 ， 称 实 方 阵 4 为 正 交 阵 ; 

(2) 44' = 4 4= 五 ， 称 复方 阵 4 为 西 阵 ; 

(3) 4 一 4， 称 复 方 阵 4 为 厄 米 特 (Hermite) 阵 ; 

(4) 42: 一 4， 称 4 么 为 医 等 阵 ; 

(5) 4:= 五 ， 称 么 为 对 合 阵 ，4 "= 五 ， 称 么 为 帮 人 么 阵 ; 

(6) % 阶 方 阵 4= 召 -2BB' 称 为 实 ( 复 ) 镜 象 阵 ， 其 中 
B 为 实 ( 复 ) 的 % 维 列 向 量 ,， 且 86'B6=j; 

(7) 方 阵 0 et i 
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称 为 弗 洛 局 尼斯 (Frobenius) 阵 〈 它 的 性 质 在 第 8 草 中 介 


绍 ) ; 
(8) 方 阵 50 0 … lol 
Ca-l Go re-2 
Ul ， do 
称 为 循环 阵 ; 
(9 ) Ql1 Qi12 Qs 
dz1 U22 U2s 
0sa aan 1 (4,=0, 1>1f+1) 
aa nt-1 Uns 
称 为 Hessenbery 阵 ; 
(10) 方 阵 殷 的 每 行 每 列 中 正好 有 一 个 为 1 ， 其 余 均 是 
0 》 称 公 为 置换 阵 ; 
“(11) 行列 式 模 为 土 的 方 阵 称 为 女 模 矩阵 . 
(12 ) a 工 
A= 7 称 为 车 当 【《Jordan) 块 . 
a 
(二 ) 管 如 辅 导 


1。 靠 等 矩阵 有 哪些 主要 性 质 ? 
答 (1) 徊 等 阵 4 有 如 下 等 价 条件 ; 
1) A:=A, 
2) 存在 可 逆 阵 了 ,使 T1147T=diag( 如 ,,0), 其 中 ?= 
秩 (所 ); 
3) 秩 (人 十 秩 (B~A)=%n; 
4) 设 g(%) 为 殷 的 最 小 多 项 式 ， 则 g(x) = 二 2 或 2-1 或 
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WV; 

其 它 证 明 是 显然 的 ，1) 与 3) 等 价 性 在 p .81 本 任 82 例 
5 给 出 ， 

(2) 医 等 阵 4= (a4y) 的 其 它 性 质 ， 

1) 勾 的 特征 值 只 能 是 工 或 0 

2) 秩 (A4)==tf 有 A=Q1 十 422 十 十 dm， 

3) W,={2|A42=0}), W,= {XI(A4-E)X=0) i 

P"~— W@W, / 

其 中 3) 的 证 明 见 p ,177 第 五 草 84 例 3. 

2. 和 响 零 阵 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 (1) 考 零 阵 4 的 等 价 条 件 如 下 : 

1) 存在 自然 数 m， 使 4"=0 (车 m 是 最 小 自然 数 ， 则 
称 双 为 4 的 需 零 指数 ) :; 

2) 4 的 Jordan 标 准 形 为 diag(vyivys， ,9 直 ， 其 中 为 
主 对 角 线 元 素 为 0 的 Jordan 决 . 

3) IA2 -4|= 入 ( 即 特 征 值 全 为 0); 

4) 和 为 4 的 零 化 多 项 式 . 
其 中 1)、3)、,4) 互 相等 价 是 容易 证 明 的 ， 下 证 1) ,2) 等 价 . 

设 4" 一 0， 则 4 的 特征 值 全 为 0， 从 而 由 Jordan 标 准 
形 可 知 ，4 相似 于 diag(J1,…,J,)， 且 J, 为 主 对 角 元 为 0 的 
Jordan 上 卖 ， 

反之 ， 设 4~diag(J1;…,J。)， 则 存在 可 逆 阵 荆 ， 使 


TiAT=diag(d1, ,vs)， (1) 
以 /0 了 
J 一 I ] i=1,2, ,8) (2) 
0 ,., 
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并 令 二 max (891,%2,…,%,)， 则 
由 站 一 日 (t=1, 2,...,8), ,. A"=0, 

并 且 m 是 4 的 竹 零 指数 ， 

(2) 睡 零 阵 4 还 有 以 下 一 些 性 质 

1) 4 的 特征 值 全 为 01 

2) 4 可 对 角 化 的 充 要 条 件 其 客 零 指 数 为 1 ( 即 Jordan 
形 中 ， 每 一 Jordan 块 为 工 阶 阵 ) ; 

3) 141=0， 从 而 4 不 存在 ; 

4) 4A',， KAA (8 为数 ) 为 攻 零 阵 ; 

5) 寡 零 指数 不 超过 阶 数 ， 

6) 4* 也 是 等 敌阵 . 
由 上 面 笑 零 阵 4 的 Jordan 标准 形 不 难 验 证 1) ，2) ，3) ，5) , 
kh 与 4' 也 由 上 面 Jordan 标准 形 可 证 是 等 零 阵 . 下 面 只 证 
明 6) ， 
由 于 | 41 =0， 秋 (43) 委 工 ， 当 秩 (44) =0 时 ， 则 A4*=0. 
4* 是 寡 等 阵 ， 当 秩 (4*) =JL 时 ， 则 秩 (4) = 和 色 - 工 由 4 的 车 
当 标 谁 形 知 


A=T-1J ,7 (1) 
其 中 
0 
J ,= 1 
“0 x 


由 (1) 式 则 由 公式 (8C)* 一 C*B* 得 
4 一 了 本 2 (了 -1)*， 
(A*)?2=T# (98) (TI)*, (2) 
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0 9 0 
y 0 一 
0 0 .0 
刚 | 
(V0)*=0, ~ (A*)?=0., 


3， 每 之 阵 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 若 4"= 瓦 ， 则 有 下 面 一 些 主 要 性 质 : 

(1) 4 有 零 化 多 项 式 2 - 二; 

(2) A 相似 对 角 方 阵 diag Gh 入,)， 其 中 和 ,As 为 
4 的 全 部 特征 值 ， 且 

和 nr 一 工 (一 工 2 ,0) ， 

换 句 话说 4 的 特征 值 都 为 m 次 单位 根 . 特别 者 和 有 实 特 在 
值 一 定 是 土 1, 

(3) 义 可 道 ， 且 4- 一 4 1， 

4、 反 对 称 阵 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 (1) 反对 称 阵 殷 有 如 下 等 价 条 件 ? 

1) 和 =-AA 

2) 4 合同 于 B=diag(C.….C. 0), 其 中 C= 
; 0 1 
Lie) 

3) 对 任何 % 维 列 向 量 2 恒 有 2'A%=0. 
1) 与 3) 等 价 容易 验证 . 1) 与 2) 等 价 由 本 章 32 例 4 可 
得 . 
(2) 反对 称 阵 4 还 有 以 下 主要 性 质 ， 
1) 秩 (4) 等 于 偶数 ; 
2) 1 和 | = 二 Kk?2 (Ck 为 常数 ) ， 特 别 当 4 的 阶 数 为 奇数 时 ， 
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14[=0. 

3) 实 反 匀称 阵 的 特征 值 是 纯 虚 数 或 0 ， 

4) 当 有 所 = (ay) 是 实 反 对 称 阵 时 ， 

Ql 十 G22 十 十 Gan 二 tr 有 二 0 

4) 4',14， 仍 为 反对 称 阵 . 

5) 当 |4| 志 0 时 ，4* 为 反对 称 阵 ， 
其 中 1),2) 丹 证 明 见 本 章 § 2 例 4 . 3) 的 证 明 见 p .203 第 6 登 
$2 例 13。 开 由 定义 容易 验证 4) ， 下 证 5) . 

由 44= 1414-， 则 

(A*) =|41(40=14104)= -1414"'= -A” 
我 们 指出 ， 当 141=0 时 ，4 少 不 一 定 是 反对 称 阵 ， 比 如 


0 0 但 1 0 0 
4-|0 0 1 和 “| 0 | 
0 -1 0/ 0 0 0/. 
5. 循环 阵 有 哪些 主要 性 质 ? 
答 ” 形 如 
0 BB, 
一 ( 1 0 ) 
为 n 只 基 本 循环 阵 ， 其 中 如 ,1 为 色 - 工 阶 单位 阵 ， 称 
/ Qe nl 


Gn_1 (人 0 硬 业 各 (rn _9 
太一 


0 Qs 人 . 
为 w 阶 循 环 阵 、 则 5S 和 和 有 如 下 性 质 : 
Bn / z | 
1) Se=(， ), k=1,2,%, nD), 5"=B 
2) 设 了 (2) 二 @0 十 G12 十 十 Gn-10 1 则 有 = 了 (5); 
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3) 8 与 4 可 同时 对 角 化 ; 


4) 4 的 特征 值 为 (a),f(ez),…,f(sr) 其 中 1,82， 


2 为 各 - 工 的 全 部 多 次 单位 根 ; 
5 ) [4 一 了 (ef (82):f (8s) ; 
6) 同 级 环 阵 的 和 (或 积 ) 均 为 循环 阵 ; 
7) 同 级 循环 阵 之 积 一 定 可 换 ; 
8) 可 逆 循 环 阵 的 逆 仍 为 循环 阵 ; 
9) 所 有 同 级 循环 阵 一 定 可 以 同时 对 角 化 ， 


下 面 我 们 来 证 明 上 述 性 质 . 1) 可 以 直接 验证 ， 由 1) 


可 证 | | 
A=~aB+aoS+r. + .18" l= 了 (5) 
令 ?了 工 的 % 个 单位 根 为 =81,82,… ,8r， 令 
1 1 ... J 
Tm 1 go wn 8n 


则 | 
T-iAT = diag(f (D ,f (82),*… ,f (8")). 
由 (8) 有 
T-1ST—diag(g (1) ,9(82) 9(8o))， 
其 中 g(%) =2&。， 故 
z T-IST=—diag(] ,82,'" sn) ， 
由 (3)，(4) 可 证 3) ,4) ,5)， 
: 再 证 6) 和 7?) 设 
A—~aE+aS+ +O.10"-! 
B=0bB+bSt + oO" 
注意 到 8 = 五 , 则 可 证 
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(2) 


(3) 


(4) 


B=BA=cE+cS+ .+e 18S7"-1 
即 证 6) ,7) 。 似 于 (8) 式 有 
TiBT ~—diag(h(1),h(es),,h(es)) (6) 
其 中 : 
h (2) 一 5 十 和 0 十 十 Do 10971 
这 就 是 说 同 -- 个 了 ， 使 4,B 同时 相似 于 对 角 了 是 即 证 9) . 
最 后 证 8) . 设 4 的 道 为 号 ， 令 
敢 一 D 严 十 DIS 二 十 DA 
由 4:= 玉 并 由 8 = 下 ， 未 么 
bE =P (GB +oB+ 十 0 全 "一 )， 
(DAB+OS+ + bd 1) 
= (0@bo + OD i 二 Grn_101)E T+… 十 
(@r_1Dot + O00n 1) AO" 


得 非 江 线性 方程 组 
一 (0 0) (5) 
其 中 了 = (580,01,…,0a-1)'。 由 于 | 有 4| 头 0， 有 非 零 解 。 从 


而 得 到 台 为 循环 阵 ， 
: 6，、 置 柳 阵 有 哪些 主要 性 质 ? 
答 ” 设 4 为 置换 阵 ， 则 有 以 下 一 些 主要 性 质 ; 
1) |A41=1 或 -1; 
2) 入 是 才女 阵 ; 
3) 4 的 特征 什 为 m 次 单位 根 ; 
4) 有 相似 于 对 角 阵 ， 主 对 角 线 元 为 单位 根 ; 
5) 4 堪 ( 右 ) 乘 方 阵 鼠 相当 于 对 已 作 行 ( 列 ) 置 换 变 换 ， 
我 们 来 证 明 上 述 性 质 ， 
设 A=(6) Qt 一 二 (k=1,2,.…,%) ,其 余 @,/ 一 0.(1) 
则 | 和 |=- 了 T0019 二 土 J。 即 证 1 了， 
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再 证 2) ， 考 虑 
A A?, A” soe eo. (2) 
因为 由 0,] 两 个 数字 构成 的 1%» 阶 方 了 泗 ， 只 能 核 监 出 有 限 个 ， 
从 而 一 定 存在 s>t， 使 
A:=A:, A-'—Eb. 
即 证 4" = 至 (m 为 自然 数 ) ， 即 4 为 寡 女 阵 . 
由 和 4 为 协 之 阵 即 证 8) ,4) . 
最 后 证 明 5) ,4 仍 设 为 (DD 式 所 给 ， 设 B='b,,) 
bo Ds 


AB = (3 ) 


DeeD ， 
(8) 式 右 端 对 BB 作 了 重新 排列 ， 分别 将 原 矩 阵 8 的 第 红 , 纪 ， 
,6 行 放 在 第 1,2,…,% 行 ， 

类 似 可 证 B84=C， 其 中 CC 是 将 8B 的 第 1,2,…%* 列 放 在 
第 红 ,?o,… ,2 列 . z 

7. 什么 叫 % 维 标准 单位 向 量 ? 它们 有 什么 重要 符 质 ? 

答 ”el 二 (4,0， 0)', es = (0,F, ,0 , ,64= ((, .0, 
])'.。 称 为 % 维 标准 单位 向 量 组 .它们 具有 下 面 性 质 ， 

(1)e'ey=6,;， 其 中 5, 二 1]，6,= 二 0(2 翅 7) 

(2) 4= (Gy) 为 了 阶 方 阵 ， 且 

A= (ai …,an) ， 其 中 aas 为 列 向 量 ， 


Bi 

A -| : | 其 中 B81,… ,B+ 为 行 冶 量 ， 

Bs 

六 Aej 一 Gy (一 本 2 和 ) 
eA=B, (一 2 化) 
61ABi; 一 0 (7 一 了 全 多) 
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这 些 性 质 家 接 乘 可 证 得 ， z 
关于 正 交 阵 和 酉 阵 的 一 些 主要 性 质 ， 我 们 将 在 第 八 谷 中 
讨论 ， 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 判断 矩阵 类 型 


0 0 
例 ! 设 4=(。 ，) 问 a,5,c 为 何 值 时 


1) 么 为 可 道 阵 ; 
2) 4 为 对 称 阵 ; 
3) 么 为 反对 称 阵 ; 
4) 4 为 正 交 阵 ; 
5) 么 为 医 等 阵 ， 
解 1) az0 时 如 可 道 ， 
2) c= 二 0，4,5b 为 任何 数 时 ，A4'=A， 
3) = 一 8 一 =0 时 ，4 为 反对 称 阵 (4=0) . 
4) 6G= 士 1 ,6== 士 1 ,c=0 有 时， 有 为 正 交 阵 . 
5) 由 息 = 有 ,得 
@ 0 0 
(, ,) = (Go so, 2) 
岂 以 G=0 或 1，b 二 0 或 1 
a0+b0=0 (C1) 
当 @=8=0 时 ,只 有 c=0， 4 才 是 医 等 阵 ， 
当 6@=1，5 二 0 时 ,6 为 任何 数 ，4 都 是 需 等 上阵 ， 
当 G=0，,，5=] 时 ,c 为 任何 数 ，4 也 是 需 等 上阵. 
当 0=0=T 时 ，c=0，4 才 是 笑 等 阵 . 
2。 求 特殊 阵 4 
例 2 (北方 交通 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 求 实 二 阶 阵 4， 
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使 4:=0. 
& 6 
解 设 4 =( )， 出 和 二 0 得 
C qd 
@+bc=0, blG+d)=0, c(g+d)=0, d+ bc=0 


当 b=c=0 时 ,得 4=0， 
当 5 关 0 时，0+Q=0， 得 


2 CO 于 ，g 十 QW 二 0 得 


(2 
‘zt 一 
村 一 一 | C 
C 一/， 


3. 证 明 特 殊 阵 的 苑 要 条 件 

例 3 (浙江 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 4 是 秩 为 了 的 多 
各 方 阵 . | 

(1) 证 明 4:= 4 的 充 要 条 件 是 存在 秩 为 ?的 %=? 和 矩阵 
C， 使 得 4=CB，BC=,、 其 中 如 ;为 7? 阶 单位 阵 . 

(2) 当 如 =4 时 ,证 明 ;:|4- 百 |=2"-’,，|4+E|=2". 

省 (1) 营 4?=4， 则 存 可 逆 阵 七 ， 使 得 


人 T-T-( (07 一 CB (1) 


已， 
BC 一 | 0 ) = 五 


再 证 充分 性 ， 由 假设 
4 一 CBCB= CPPB=-CB= 4. 
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(2) 由 于 A=7-1( 7 


bE. EE. 
A+B=7-!( | )7 


一 上 


TI( EB, )7 


两 边 取 行列 式 ，。) 4+ 名 | =2. 
另 一 式 同 理 可 证 ， 
8$6 ”综合 题 
例 1 (7989 年 湖北 省 师范 专业 大 学 生 数 学 部 赛 题 ) 设 
S 是 一 些 % 阶 方 阵 组 成 的 集合 ,对 任意 4, BE 5, 有 ABED， 
(4B)3=B4， 求证 ，& 满足 交换 律 ， 
证 由 假设 任 取 44, BES， 则 
AB= (BA)*=[ (A4B) = (4B)., 
BA= (4B)’(AB)=[(AB) (4B)*Y= (4B) 一 AD 
例 2 (第 三 届 全 国 大 学 生 数 学 夏令 营 试题 ) 设 上 1, 此， 
也 是 线性 空间 ,a: Li 一 > 上 ;及 68， 一 Ls 是 线性 映射 ， 
试 证 
dima(Li) +dim BLs) <dimB(a(L)) +dimLs. 0) 
证 设 dim 上 Li=8, dim 上 上 ;=%»， dim Ls=m. 且 ai， 
,Ge 和 B1,…, Bs 以 及 71 … ,Yn 分别 为 上 L1, 上 。， Ls 的 一 组 
基 ， 和 线性 变换 在 一 组 基 下 甜 阵 类 似 ， 对 线性 有 映射 a 和 BB， 
则 有 
: aa ,Gs) = (B11, Ba)B (2) 
B(B1, ,Bn) = (yn, Yn) a (3) 
其 中 妃 为 妈 .xs 矩阵 ，4 为 各 x4% 和 矩 阵 ， 
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xD，B(Ca) 分 别 为 值 域 ， 和 线性 变换 类 似 
dim xc( LI) = 秩 (2)， dim 6 (Lz)= 秩 (4). (4) 
B (ala 0)) = BL (Bi, , Bs)B] 
=[B (B81 Bs) B= (1 y1) (4B), 


dim B (ga(D))= 秩 (48B). (5) 
因此 要 证 的 (已 式 变 为 


秩 (2) 二 秩 (4) 委 秩 (4 了 ) -多 ， 
这 是 熟知 的 Sylvester 公式 〈 见 p ,77 本章 82 答 疑 辅导 8) . 
例 3 (Szaraki 一 Wazcwski) 设 人 与 已 为 了 2 阶 实 方 阵 ， 
证 朋 
| 和 AriBI.IA- iB|. (1) 
-BB A z 


证 ”利用 广义 初等 变换 ， 由 
“EE 0, A BE OO ,4+ 也 
(jp gp)(_ 8 a)(is g)=( 0 A iB) 
两 边 取 行 列 式 即 证 (7D). 
例 4 ]) 设 和 4 是 %* 阶 对 合 阵 (4 一 名 )， 则 
秩 ( 和 + 名 )" 十 秩 (A4 -名 )*==%. (1) 
2) 设 么 是 % 阶 宏 等 阵 ， 则 
秩 (4") 十 秩 (4- 五 )*=%n. (2) 
其 中 m,k 是 任意 自然 数 . 
证 (1)，(2) 证 法 类 似 ， 只 证 (1), 由 4:= 妃 ， 则 可 对 
角 化 ， 由 于 4 的 特征 值 只 能 是 士 j， 故 存在 逆 阵 荆 ， 使 


4A=72( pg )7 (8) 
CE 人 )7, (4) 
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0 
ABT op, 机 
由 (4) ，(5) 得 

秩 (4A4 志 )"=s, 秩 (4A- Bt 一 ns, 
即 证 (了 ) . 
例 5 (华东 师 大 研究 生 入 学 试题 ) ”车 BA4,x，= 
过 ， 则 称 瑟 是 和 的 一 个 左 道 . 证 明 ， 
] ) 实 和 矩阵 4 有 左 道 的 充 要 条 件 是 4 的 列 线性 无 关 ; 
“) 实 算 阵 4 的 左 道 唯一 的 充 要 条 件 是 4 可逆. 
证 J) 设 84= 名 ， 则 
80 一 秩 ( 有 4) 和 秩 (4) 魏 2， 秩 (4) 一 色 . 
4 的 列 向 量 线 性 无 关 ， 
只 之 ，4 的 列 线性 无 关 ， 秩 (4) 二 %。 所 以 
秩 (4'4)= 秩 (4)==%. 
令 世 = (4'4)-14'. 有 B4=E,。 

2) 设 4 可逆 ，4"'4= 上 ，4-! 是 4 唯一 的 左 逆 ， 
反之 ， 设 4%x， 的 唯一 左 逆 为 B,xmn。 由 B4= 上 ,得 
E,= A'B'= A'(B!', ,BbB,) = (A'BI, ,A'B.). 

其 中 B'=(B1,…, B,). 寺 是 , 
APB=e, ee,=(0.] 0...0)! 

为 标 肉 单 位 向 量 ， 但 妃 叭 一， 即 4DP=e 的 解 唯一 ， 从 而 
4 慰 =0 只 有 零 解 ， 

又 A4'X=0 与 4X=-0 同 解 ， 故 4 4X=0 只 有 堆 解 . 
即 |44 | 六 0 由 此 得 

人 5 二 秩 (44 ) 三 秩 (4) . 
但 由 1) 有 秩 (4) = 人 双 ， 所 以 m=%n， 即 殷 为 方 了 泗 ， 且 有 4 可 
逆 . 
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例 6 设 % 阶 方 阵 殷 = (ay) 的 顺序 主子 式 全 不 为 0， 则 
存在 可 逆 下 三 角 阵 B 与 可 道上 三 角 阵 C， 使 人 =2C . 

证 ”对 % 作 数 学 归纳 法 ， 当 %==] 时 ， 结 论 显然 成 立 ， 
归纳 假设 结论 对 和 多- ] 成 立 . 令 


因 14。,|s0， 则 


心 ,1 0 A oO 和 _， 
(gra, ,J(g ,= 0 ann— B'Aslid 
[4)= 14,.1|. ja- B'A:-10|. 
由 此 知 4=arn- 6'4;11a 妆 0. 再 由 归纳 假设 知 A,-1=BiC, 
其 中 B1, C1 分 别 为 %~] 阶 可 道上 、 下 三 角 阵 ， 


加 BC B, O00, Bi 
( ‘$1)=(0 3 )=(o lo 4a ). 


有 A=( a 0 ")( “1°)=B0. 


~- 8B8'A-1, ]j 0 ] /0 
其 中 
cf 7 B-( (人 四 
0 da -BUT 110 1/. 


可 证 B,C 分 别 是 可 逆 上 、 下 三 角 有 阵 ， 
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例 7 了 ) 设 和 =diag (cl az …, as)， 且 ab …，an 两 两 不 
同 ， 证明; 与 4 可 换 的 拖 阵 只 能 是 对 角 阵 。 

2) 没 A=diag (al 已 1， 0 已 2， "dnb,), 其 中 G1 i Om 
互 不 相同 .是 tw, 级 单位 阵 >iwi=%， 证 明 : 与 4 可 交换 
的 箱 阵 只 能 是 准 对 角 阵 . | 

证 ]) 设 色 阶 阵 式 = (0 满足 4X=XA， 则 有 

NB = OW (1,7=]1,2,..,%) 人) 
因为 a 二 a，G 帮 7) 则 由 上) 式 得 
: Vij =0 (六 力 
-是 飞 为 对 角 阵 . 
2) 设 


Xl 和 12 “"* ln 
XX 一 一 s * 


满足 4 = 六 所， 

其 中 Xi 为 2 级 方 阵 ( 人 一] 2 ,9)。 从 而 有 
EX, = aE RB aay=a dk, 

由 6; 拓 C (zs1) 所 以 X= 二 0 (i 区 I)， 即 证 立 为 准 对 角 

轩 ， | 

馈 8 (武汉 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ]) 设 Ai, i,…, 有， 

是 多 个 % 级 方 阵 ， / 

AA=AA， 67], 济 …, 7) (]) 

县 每 个 4, 都 与 对 角 阵 相似 ， 则 存在 同一 个 可 赣 竹 全， 使 

了 -714, 了 同时 为 对 角 阵 (1 二],2,…, m)， 

2) 设 S 是 由 无 限 多 个 % 级 方 性 所 成 集合 ， 且 S 中 每 个 
矩阵 相互 是 可 交换 的 . 又 3 中 每 个 矩阵 能 与 对 角 阵 相似 ， 则 
存在 闻 一 个 可 记 阵 十， 使 得 对 于 & 的 任 一 和 矩阵 入 ， 恒 有 
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了 -1 为 对 角 阵 、 

证 1) 对 mw 用 数学 归纳 法 . 当 m=] 时 结论 成 立 。 明 
纳 假设 结论 对 -1 成立. 再 证 时 ， 由 于 4 与 对 角 阵 相 
似 ， 存 在 可 逆 阵 卫 ， 使 

PiAP = diag (a1By, ,asB,) (J) 


其 中 a1,…, a, 互 不 相同 ， 召 ,为 iu 级 方 阵 习 %, 一 %， 
由 AA,=A,A, 则 有 
(P-L4iP)(P-I4IP)= (P-L4P)(P-I4P)， 
(1 =2, 3. ,…， mm) (2) 
由 上 面 例 { 知 
PiAP=diag(B, ,BND). (f=2,8,.,m) (3) 
为 准 对 角 阵 ， 其 中 BV’ 为 ni 级 方 阵 . 
男 外 ， 由 于 每 个 4 可 对 角 化 ， 它 的 初等 因子 都 是 一 次 
的 . 由 (3) 式 知 B82' 的 初等 因子 均 为 4 的 初等 因子 ,因此 
B23? 初等 因子 也 是 一 次 的 ， 芍 BY 都 可 对 角 化 ， 由 归纳 假 
设 ， 存 在 可 逆 阵 BR. (k= 二 2,…,m)， 使 z 
Ri1BDR, (f=2,%, Mm, k=],2,...,8) 
同时 对 角 化 . 令 
玉 王 diag (有 ,Et.,) 
则 | RiPTAP)R=diag (Ri BNR,, %, Ri BR,) 
(f =2,.…, m) (4) 
县 (4) 式 右 妆 为 对 角 阵 ， 
乃 一 方面 ， 
Ri(P-iAP)R= diag (RilaB Ri,», Rolasbk.,R,) 
也 是 对 角 阵 ， 故 令 卫 =PR 即 证 . 
2) 由 于 5S 是 线性 空间 全 *** 的 子 集合 。 故 秩 (5) 志 1%*. 
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令 秩 (5) = 站， 设 乞 ，…, 于。 为 8 的 极 大 无 关 组 . 则 由 假设 
及 上 面 命题 ， 则 存在 可 逆 阵 上， 使 
-1X.T (一 了 2 IJ)， - (1D) 

同时 为 对 角 阵 . 

任 取 天 ES 人， 则 X=hg1 + + hn, 由 (5) 式 即 证 
T-1XT 为 对 角 阵 . 

例 9 (日 本 东京 工业 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4,8， 
X。 (% 二 0,1,…) 都 是 8 阶 方 阵 ，X ,11 二 4 和 ,++ 马 当 


010 ]00 000 
oo B=I0J0|, co 
j 0 | 00] 000 
上 ， 求 站，. / 
解 ” 由 XX 一 耻 ,-1 二 (7-1 ， 而立: 二 B= 名。 所 以 
居 , 一 而 十 和 十 册 2 十 十 册 " (Jj) 
因为 全 =A4，A 和 = 则 由 (了) 式 得 
mP 3%=8m 时 ， 
KX,=1 mMP+E 当 二 38m 十 时 ， 
Mi 已 十 二 十 和 当 %=3m+2 了 时. 
其 中 


局 
| 
二 FF 
i 
pd 
Te 
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(一 ) 内 容 提要 

1、 数 域 已 上 文字 2 的 多 项 式 是 指 形式 表达 式 ， 

ff (%) 一 0og 二 Qa-1V" 十 十 QI 人 十 (@,€ PP) 
当 @;, 二 0 时，f (2%) 的 次 数 为 %, 记 为 6(f ())= 二 %. 零 光 项 式 
次 数 不 定 义 次 数 。 非 零 常数 都 为 零 次 多 项 式 ， 

2 多项式 的 加 《 减 ) 法 十 把 同 次 项 对 应 系数 相 加 ( 减 )、 
多 项 式 的 乘法 是 把 一 个 多 项 式 的 各 项 乘 另 一 个 多 项 式 每 一 
项 ， 然 后 再 合并 同类 项 ， 

3 多项式 的 加 法 和 乘法 庄 足 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 ， 
为 外 述 满 足 

(1) 消去 律 设 了 (2)g (82) 二 (9)h(w)， 旦 (2) 夺 0 虽 
1 (8) =h(w). : 

(2) 次 数 律 ” 设 1 (2%)g9(%) 二 0, 别 

1) 当 / (2) 土 g (%) 站 0j 竺 ， 

O(f 8) + (Ww)) Emax (ef (2)) O92)). 

:) 0(f (2) 09%))=200 (2) t+o(y(w)). 

(二 ) 答疑 攻 寻 

上， 高 代 中 多 项 式 与 中 学 讲 的 多 项 式 有 无 区 浏 ， 

过 至少 有 下 面 三 点 不 同 : 

(1) 中 学 里 把 z 看 作 变 数 ， 这 里 把 z 看 作文 字 ， 它 比 变数 
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的 登 义 更 广 ， 它 可 以 理解 为 变数 ， 也 可 以 理解 为 别 的 ， 比 如 
和 挎 阵 、 线 性 变换 等 . 

(2) 中 学 里 把 多 项 式 看 作 单 项 式 的 代数 和 ， 因 而 有 单项 
与 多 项 式 之 分 . 高 代 中 把 单项 式 〔〈 甚 至 一 个 数 ! ) 也 看 作 多 
项 式 ， 因 而 无 单项 式 与 多 项 式 之 分 ， 

(3) 中 学 里 把 多 项 式 看 成 贸 数 ， 这 里 把 多 项 式 看 作 形 式 
表达 式 ， 这 里 的 “十 ”号 并 不 意味 着 “加”，aiw' 六 不 意味 着 
2; 磁 以 好 . 

2， 多 项 式 相等 与 方程 有 死 区 刚 ? 

有 ， 比 如 
On + s+ C=O) (1) 
把 (1) 武 看 作 多 项 式 相 等 ， 必 有 4=b=c 二 0。 车 把 (了 D) 式 看 作 
方程 ， 不 要 求 g=8=c=0. 

3， 零 多 项 式 能 否定 义 次 数 ? 

答 ” 能， 有些 书 上 定义 零 多 项 式 次 数 为 ~ oo. 但 大 多 数 
书 上 不 定义 次 数 . 主要 应 当 分 清 0 与 非 零 常数 两 者 之 间 的 区 
别 ， 虽 然 都 是 常数 ， 一 个 不 定义 次 数 ， 一 个 定义 次 数 为 0. 

4 次数 公 式 

O(f 2) +9(%)) < max (0(f (2)) ,0(g(%))) 
中 何 时 取 等 号 ? 何 时 取 小 于 号 ? 

答 当 f (xz) ,9 次 数 相 壬 号 首 项 系数 之 和 为 霉 时 ， 到 
小 于 号 ， 否 则 取 等 号 . 

(二 ) 题 型 归 炎 

1， 比较 次 数 

倒 1 设 f (v2) ,g (%) 和 有 h(w) 都 是 实 系数 多 项 式 ， 上 有 

.f°(%) = 9°(%) + woh? (%) (1) 
证 明 :，7(z) =9 (2) = 及 (2) 二 0 当 f(W),g9(),h(2) 是 复数 系 
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数 多 项 式 时 ， 结 论 如 何 呢 ? 

证 若 f(%) 关 0, 则 9(f2(w)) 为 偶数， 由 (1) 式 知 g?(%) 十 
hr(w) 关 0， 由 假设 知 0(9?(w) 十 有 (ww)) 也 是 偶数 .从 而 0 (wg 
(2) + wh?(w)) 为 奇数 . 这 与 (1) 式 巴 盾 .所 以 f (2) =0. 再 由 
(]) 式 及 消去 律 ， 故 

92(O2) 十 12(O)=DO (2) 
又 因 g (2) , 刀 (Z) 是 实 系 数 多 项 式 以 及 ( 裤 式 ， 可 还 得 
9 (0) =h(%) 一 0. 

当 了 (2) ,9 (2) , 瑚 (2) 是 复 系数 多 项 式 时 ， 结 论 不 一 定 成 
立 。 比 如 f (2) =0,9 (2) =] ,h(x) ==i.(]) 式 仍 成 立 ， 但 9 (2 
0,h(2) 0. 

2， 比 较 系 数 

例 2 (1989 年 湖北 省 师范 院 校 大 学 生 疯 赛 题 )” 设 多 项 
式 91(2) =1,g1(%)=1 -wg(m) (t=1,2,...) 

求 严 (z) 二 1 十 gi() 十 gz(7X) 十 … 十 g19399( 人 0) 的 系数 和 ， 

解 ” 设 g;(%) 的 系数 和 为 4;:， 可 以 证 明 ， 

| 当 k 为 奇数 时 
%* [0 当 为 偶数 时 
当 k = 二 1 时 ， 结 论 成 立 ， 当 名 = 2 时 
g2(%) =1- vot)=1-%. “20, 
结论 也 成 立 . 
归纳 假设 结论 对 成立 ， 再 证 二 1 时 ， 由 于 
ger1(W)=1- Wg) 
dtl 二 | — 0. 
当 E 为 奇数 时 ，@4 一 1, 则 4:1 二 0， 当 为 偶数 时 6@4 = 二 0, 则 a 4,1 
一 ], 故 结论 对 +1 也 成 立 ， 从 而 (1) 式 对 一 切 自 然 数 成 江 ， 
设 玉 (x) 的 系数 之 和 为 cy， 则 
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(1) 


C 一 了 十 CI 十 02 十 十 QIs88 


~ 996 
例 3 〈]1975 年 美国 数学 竞赛 题 ) ” 设 % 是 下 整数 ， 求 
一 切实 系数 多 项 式 
f (8%) =00 + BW oo + Gna", (1) 
满足 等 式 


ff) 三 [CO 站 (2) 
解 ” 阁 1 (%) =0, 显 然 满 足 (2) 式 。 当 f(%) 关 0 时 ， 设 9(f 
(2)) =%, 则 OCf (Ff (0)))) = ,00f (2) = nk. 
由 条 件 知 %? 二 %k. 则 %==0 或 %==k. 
1) 当 %==0 时 , 则 ff(%) = ao,ao==a6 ,再 讨论 %. 当 k=1 时， 
则 ff (2%) = ao 可 以 为 任意 实数 ， 
当 有 > 时 ，ow = 0 或 1, 即 fo) = 0 或 fo) =1 
2) 当 % 一 & 时 ， 即 有 as%0, 且 - 
于 (三 Ce + eam G40) + dr-1 (GW 十 十 010Y 十 Co) 一 
十 十 QI1 (GW 二 十 QW 十 040) 十 ao (8) 
[f(%)] = (a + + QW+ 46)", (4) 
由 (2) , (3) , (4) ,并 比较 首 项 系数 得 
0 "= at, . azr=] (6) 
由 (2),(83), (4),(5) 得 | 
Cr_i(G 人 十。 十 0 人 十 G0) 十 十 CC 十 0o) 十 2 一 0 
41 一 0 一 … 一 0 一 0 一 ， 


这 样 (2) 一 过 
$2 ”整除 与 分 解 唯一 性 定理 


(一 ) 内 容 提 要 
1， 带 余 除 法 。 设 f(%),g(%)EP[%], 且 og(%)¥*0. 
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则 存在 唯一 的 一 对 多 项 式 40(%) ,7(2)E P[7] ,使 得 
f(%)=a(%)g(%) + r(%), 
其 中 7 (2%) = 二 0 或 6(7 (%))<9(g(%))， 

2. 设 f(%),g(%)EPIw], 且 存在 h(w)EP[], 使 得 f(%) 
二 9(%) 了 及 (%) 成 立 ， 则 称 9(%) 整 除 有 (%), 也 称 9(%) 是 有 (2%) 
的 一 个 因 式 ,或 1(%) 是 g《%) 的 一 个 倍 式 . 

3， 整 除 有 以 下 性 质 ， 

(1) 任 一 多 项 式 都 可 整除 零 多 项 式 ; 

(2) 零 多 项 式 只 能 整除 零 多 项 式 ; 

(3) 零 次 多 项 式 可 以 整除 任 一 多 项 式 ; 

(4) 零 次 多 项 式 只 能 被 零 次 多 项 式 整 除 ; 

(5) 任 一 多 项 式 可 整除 本 身 . 且 

af (%)| Lf (7) (其 中 40) 
对 一 切 1(%),b,a 成 广 ; 

(6) 两 多 项 式 互 相 整 除 的 充 要 条 件 是 它们 仅 相差 一 个 非 
零 和 常数 倍 ; 

(7) 仅 相差 非 零 常数 倍 的 两 多 项 式 ， 县 有 相同 的 因 式 和 
傍 式 ; 

(8) 整除 具有 传闻 住 ; 

(9) 一 多 项 式 如 果 同 时 整除 几 个 多 项 式 ， 则 必 整 除 它们 
的 任 一 组 合 . 

3. 不 可 约 多 项 式 ， 数 域 %)EP[7z],60(f(w)) 之 1 如 果 
f(%) 只 有 两 种 因 式 ， 非 零 常数 c 夺 Ef (3) , 则 称 f(%) 在 上 不 
可 约 . 否则 称 为 可 约 ， 

常数 d 既 不 是 可 约 多 项 式 ， 也 不 是 不 可 约 多 项 式 ， 

4， 因 式 分 解 叭 一 性 定理 . 数 域 P 上 每 个 次 数 汪 1 的 多 项 
式 ， 都 可 分 解 成 P 上 有 有限 个 不 可 约 多 项 式 之 积 ， 且 和 除了 因 式 
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排列 次 序 和 人 允许 相差 非 零 常数 倍 外 ， 结 果 是 唯一 的 . 

5， 三 个 特殊 数 域 的 多 项 式 分 解 、 在 复数 域 中 ， 任 一 ? 
(% 之 1) 次 多 项 式 都 可 唯一 分 解 成 % 个 一 次 因 式 之 积 (或 者 
说 ， 复数 域 上 只 有 一 次 多 项 式 不 可 约 ). / 

在 实数 域 中 ， 任 一 2(2Z1) 次 多 项 式 都 可 唯一 分 解 为 一 
次 因 式 和 含 复 根 的 二 次 因 式 之 积 〈 或 者 说 :实数 域 中 不 可 约 
因 式 只 能 是 一 次 式 和 含 复 根 的 二 次 式 两 种 ) ， 

在 有 理 数 域 申 ， 存 在 含 任 意 高 次 的 不 可 约 多 项 去 . 

(二 ) 答疑 辅导 

1， 在 整除 定义 中 应 注意 什么 ? 

答 ” 要 注意 以 下 几 氮 ; 

(1) 整除 的 定义 与 数 域 扩大 (或 缩小 ) 无 大. 

(2) g(%) .f(x)EPILLJ 则 g (2)|f (2)<> 存在 h(%)EP 
[zj , 使 得 
FO) 一 9(2)7(2) 

称 h(%) 为 商 式 ， 当 g (2) 关 0 时 ， 商 式 是 唯一 的 ， 但 9(%)=0 

有 时 ，f(%) 二 0, 商 式 h(%) 不 唯一 ， 

(8) 由 等 式 +== 侣 .一 ， 不 能 认为 下 可 以 整除 7， 因为 这 二 不 
龙 多 项 式 ， 

(4) 我 们 这 里 说 的 是 多 项 式 整除 ， 中 学 里 还 有 整数 整 
除 . 这 是 两 个 不 同 的 概念 。 比 如 在 多 项 式 范围 内 2 可 以 整除 
1 ,但 在 整数 范围 内 ，2 不 能 整除 1 

2， 不 可 约 多 项 式 与 数 域 扩 大 (或 缩小 ) 有 无 关系 ? 

答 有 有关。 比如 巡 +]J 在 实数 范围 内 不 可 约 ， 但 在 复 煞 
范围 内 它 是 可 约 多 项 式 . 

3.p(%) 是 数 域 P 中 不 可 约 多 项 式 ，A(Cz)1D(2z) 那么 
h(w) 有 几 种 可 能 ? 
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答 有 (vw)=cCEP 或 h(w) 二 cp(w) 两 种 类 型 .但 929(w) 
仍 有 无 穷 多 个 因 式 。 

4。 有 理 系 数 多 项 式 有 无 一 般 分 解 方法 ? 

答 有， 即 有 下 面 定理 

定理 (Kronecker) 任意 %( 之 I) 次 有 理 系 数 多 项 式 
f (ww) 可 经 有 限 步 分 解 成 不 可 约 因 式 的 乘积 . 

我 们 对 % 作 数 学 归纳 法 . 

hb 二 1 时， 了 (4) 已 经 是 不 可 约 ， 定理 成 立 . 

归纳 假设 定理 对 (二 n) 次 多 项 式 成 立 ,， 不 失 一 般 性 可 
设 了 (%) 是 整 系数 多 项 式 ， 则 了 (w) 有 次 数 二 读 的 整 系数 多 项 
式 的 因 式 , 令 
可 (2 为 偶数 ) 


1。 (2 为 奇数 ) 

设 9() 是 次 数 世 mm 的 整 系数 多 项 式 , 任 取 m+1i 个 互 
异 整 数 ai (it 一 0,1,…, 和 na) ， 如 果 g(w) 是 fw) 的 因 式 ， 那 么 
g (a) 是 了 lai) 的 因数 。、 对 于 每 个 f(a,) ， 取 定 一 个 因 数 2， 
然后 用 拉 格 裔 日 插值 公式 求 一 多 项 式 9(),， 使 g(a0) 三 2 
这 样 的 9(2) 只 有 有 限 个 (最 多 为 00,01,…,bs 可 以 取 值 的 
组 数 ) ， 

车 2p(2 是 上 #f (四 的 次 数 小 于 等 于 的 整 系数 多 项 式 的 因 
式 ， 则 p(o) 必 是 上 面 求 出 的 9 (2) 中 的 一 个 。 

用 9 (w) 试 除 f(o) 。 如 果 没 有 一 个 次 数 之 1 的 9 (整除 
fw) ， 则 了 (2w) 不 可 约 。 如果 有 某 个 次 数 关 的 9(2) 整 除 
2) ， 则 了 (00 一 9(2) 2 (0%. 由 归纳 假设 9(%)，h(w) 都 可 
经 有 限 步 分 解 成 不 可 约 因 式 之 积 。 从 而 f(z) 也 可 经 有 限 步 
完成 、 定理 证 毕 ， 
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我 们 妥 指 出 的 是 : 实 ( 复 ) 系 数 多 项 式 无 一 般 分 解 方法 . 

(三 ) 题 型 归 类 

.整除 的 判定 

(1) 用 性 质 

例 1 设 9g(68)|f1(2) +f(2) ,9 (0) 1f1(2) -fi(2)， 证 
了 明 ; 


g (2) |f1(%), 9 (%)|f; (2) (1) 
证 由 假设 知 
9 (2) 可 以 整除 [fC82) 十 (8)] 圭 Cf1(%) -12(8)]， 从 而 得 证 
(T) 式 ， 
(2) 用 定义 


例 2? 设 9i(09a00 | 上方 (o) 1 ， 太 (人 19000) .和 (2) 
志 4. 证 明 ys(2) | ja (2) . 
证 存在 9g(%)， 使 得 91(2) 三方 (2)9( 科 ,又 存在 52) . 
使 得 
11(%)f2 (8) = 91(%) go (2%) (8) 
= f1(%) 9 (82) 92(%)1(%) 
消去 /1(%) 得 
f2(2) = ga (8) 9 (Ft) G22) | fe(%) 
(3) 用 带 余 除法 
例 3 (辽宁 大 学 研究 生 入 学 试题 )》 讶 明 %* -二 2 -i 
的 充 要 条 件 是 4|%. 
证 ” 先 证 必要 性 .由 带 余 除法 知 
%" =) 
中 On -ad<ud 但 好 -工科 - 工 故 和 如 - 吧 一 开 一 0， 
所 以 ?=dd， 即 过 2”， 
再 证 充分 性 。 设 &I2， 则 存在 整数 所 使 2= 以 ， 故 
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%" — 1]=—= (8% 1) (Cw Dw 十 1) 
…. “1le"—-1. 
(4) 用 根 判定 
例 4 (西南 交大 研究 生 人 学 试题 ) ” 设 f(x%)，g (2%) 
是 两 多 项 式 ， 且 F(X3) +29(2) 可 被 刀 +2+I 整 除 ， 则 
1 (1)=y(1)=0. | 
证 设 巡 十 2+I 的 两 个 复 根 为 we 和 B8， 则 ws=B2 王 上 
将 a，B 分 别 代 入 (2) +29 (全 ) ， 那 么 
f(D) +ag (1)=0 
f(1)+89(1)=0 
解 得 ff(1)=g(1)=0. 
(5) 用 待定 系数 法 
例 5 设 a, 2 是 两 个 不 相等 的 数 ， 证 明 多 项 式 1(32) 能 
被 (4% -a) (2-D0) 整 除 的 充 要 条 件 是 f(a) =f(25) =0， 
i 让” 先 证 必要 性 ， 设 
f (82) = 2 a) (Ls-b) gs) + (Av+B) (1) 
将 a, 5 代入 (有 ) 式 得 
Aa+B=0, Ab+B=0 
解 得 和 =B=0. 再 由 (DD) 式 和 (% -ca) (wb) 整除 f(%).、 
再 证 充分 性 . 由 假设 知 
-alf(%), 2-b|f(%) 
而 (%-a，%-6)=1}， 所 以 (x 一 a) (%- 5) 整除 f(%)、 
(6) 用 数学 归纳 法 
例 6 证 明 ， 
(2 — 1) 12 (2n+ 1 w+ (2n+ Dr" ~1. 
证 当 %=1 时， 结论 显然 成 立 ， 归 纳 假 设 %=k 成 六 ， 
再 看 锡 王 不 十 十 肘 ， 
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ND 2kE+I) + Ty +tDti+ 2k + +1]w :+1—} 
A 
十 《和 一 本 ) (wl 1)? (J ) 
由 归纳 假设 知 (% ~ 了); 可 以 整除 () 式 右 端 第 一 项 ，(%- 了 3 
显然 可 整除 (I) 式 第 二 项 ， 从 而 (%-~- 了 站 可 整除 () 式 左 端 ， 
即 证 结论 对 %=K 二 1 成立， 
从 而 结论 对 一 切 自然数 成 立 . 
(7 ) 用 反 证 法 
例 7 设 2j 广 (8) (Ek 为 自然 数 )， 则 wf 了 (2%). 
证 若 % 不 能 整除 有 (%)， 则 
f(2)=m(8) +r, 7#0 
那么 
f°(2) 一 29(0) +r ，2 天 (| 
这 与 z17*(z) 未 导 所 以 2|j(2) . 
2“. 按 帮 展 天 
例 8 把 fo)=2f+6253 -280-1 按 9(2) 王 玉 十 2 一 
的 项 展开 ， 
解 以 g() 除 f(z), 得 商 g1(2)=2' -2 十 287 十 38% 一 
1]， 余 式 71(%) 二 2% -2， | 
其 次 以 9g(2) 除 q1(2)， 得 商 4q2(%)==2-2%+5,， 余 式 
ra (2) = - 42 十 4 再 以 9 (%) 除 商 式 9:(%)， 得 商 式 92(%) = 
J ， 余 式 73(%) = -3830+6， 于 是 
f (2)=g(%) - BL — 2)9°(%) — 4(L— 1)g(%)+2(%— 1). 
3、 因 式 分 解 
(1) 求 有 理 根 分 解法 
. 例 9 在 有 理 数 域 上 分 解 


三 一 是- 一 623 十 2 十 5 -|) 
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为 不 可 约 因 式 之 积 . 
解 ” 首 先 ， 经 验算 士 了 都 是 帮 2) 的 根 ， 则 
1 一 (0 下 (2 二)(C03 -58 十 十 ) 

(2) Kronecker 分 解法 

例 10 ”在 有 理 数 域 上 分 解 (2%)== 代 -2 2%- 二 为 不 可 
约 因 式 之 积 ， : 

解 ” 应 用 克朗 涅 克 定理 ,n=5， n= 了 > 一 = 2， 取 a 
一 0, 二 J,， qs 二 -4. 于 是 f(ao)==-1 的 因数 是 土 1; 
fa) 二 -3 的 因数 是 土 ]， 土 3; as) = - 工 的 因数 是 士 荆 . 
这 时 5 可 取 值 为 2 个 ( 土 1)，5bi 可 取 值 4 个 ( 土 J， 二 3),， 6B? 
可 取 值 也 是 2 个 ( 土 1)。 从 而 满足 条 件 9 (as)==6,(?=0, 1, 32) 
的 g(%) 最 多 只 有 2:4.2=16 个 . 

取 2 一 二 b= 一 了 0 一 一 ]， 用 拉 格 有 明日 手 值 公 并 求 
一 多项式 91(2) = -2 十 上 ， 经 试 除 9202) 不 十 j2) 的 因 

再 取 b= ~1，0b1= 二 1，0s 二 ~ 1， 求 多 项 式 92(%) 一刀 十 
2 十 上， 也 不 是 1(%) 的 因 式 ， 

再 取 !o= -上 ，5 一 -二 0 上 求 多 项 式 9a(2) 一 各- 
2- 工 经 试 除 9a(2)|1 2) ， 则 

f (8%) = %- 1) (+o+ 1). 


3” 最 大 公 因 式 


(一 ) 内 容 提 要 

1 数 域 P 上 任意 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 1(%) 和 和 9(2%)， 
都 存在 无 穷 多 个 最 大 公 因 式 . 在 允许 相差 非 零 常数 因子 外 ， 
它们 的 最 大 公 因 式 是 唯一 的 ,并 记 (f(%),9(2)) ,为首 项 系数 
为 的 最 大 公 因 式 . 
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(f(2),9(%)) 可 用 加 转 相 除 法 得 到 ， 
2. 设 Q(z2)==(j(%),9(%))， 则 存 往 WW(%) 初 2(W)， 
使 得 
dE)=u( RR) + oH) 9 (SE) : 1) 
这 样 的 %(%)，v(%) 都 不 是 唯一 的 . 
反之 ,车 首 项 系数 为 1 的 4(%) 满 足 (D 式 ,县 d(3) 1 ， 
dw 1g(%), 则 有 d(C(%) = (f (%) ,9 (%)). 
3. fi1(%) =af(%) + bg (8), gi(%) =cf (2) +ds (2), YY 
ad ~- bc¥0 时 ， 则 (Cf (%), 9g(%)) = (ff1(%), 91(%)). 
4。 多项式 互 质 有 以 下 性 质 
(1)(f (7%),g (2)) = 二 1 志 区 存在 WwW(2)，V(S)，; 斋 是 ， 
wu) f ER) + oN g NW) =1 
(2) (f (2),h(%)) =1, (f (2),9(7))=) 
< 全 (0) ,9 WhY))=1, 
(8) 有 Co) |f 2) 9 8%), RL), fF(Y)) = 1—> he 9) 
(4) 9g 2) 1F (8), hs) TF), (9 (2),h(%))=] 
—>g(%)h(») |f (2) 
(5) (复旦 大 学 研究 生 人 学 试题 )(f1(%)…f.(%)， 
Gi (HW) eg (NW)) =1€>(f,(%), 9,(%))=] 
(t=1, 2 mm; 7=1,2,..,1) 
(6) (f (ohv), g 2 RT)) 一 天 (2) (2 90)， 其 中 


4(2) 首 项 系数 为 1， 

(二 ) 答疑 辅导 

1， 求 最 大 公 因 式 除 了 软 转 相 除 法 外 ， 还 有 没有 其 它 方 
法 ? 


答 还 有 因 式 分 解法 . 设 
f (2) = ap': (VPs: 2) 0 ， 
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9 (%) 一 DO1 (2)D3 (YY) pa’ (0)， 
(f (2%), 9 (2)) =pY (WV) Ps’ (2) ， 


其 中 p,(%) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 
m= min(r,, t,) (2=1,2,...,8) 

2. 在 最 大 公 因 式 存 在 性 证 明 中 的 关键 是 什么 ? 

答 ”关键 是 下 述 命题 成 立 ， 

命题 设 f(x)=g(%)h(%) 十 7+(%)， 则 

(f (%) ,9 (%)) = (9g(%),r(2)). 
令 dd(%)=(f(2),g(7)). 因 d(2)1f(7), da(%)|g(2) ,由 
假设 等 式 可 证 w(2)17(2) ,从 而 d(%) 是 7(%) 和 g(%) 的 一 个 公 
因 式 . 

任 取 2(2) 为 9(2) 和 ?7(2) 的 公 因 式 , 则 可 证 pg(%) 1f (2%)， 
从 而 g(x) 为 f(%) 和 g(x) 的 公 因 式 . 但 4(%) 是 它们 的 最 大 
公 因 式 ， 所 以 p(x%)1a(%w)。 由 最 大 公 因 式 定 义 得 证 4(%) 
一 (9(%),7(2))。. 从 而 等 式 成 立 . - 

有 了 上 述 命题 ， 不 难得 出 最 大 公 因 式 的 存在 性 证 明 ， 

3， 求 最 大 公 因 式 时 ,为 了 避免 分 数 计算 ,可 对 被 除 式 或 
余 式 (包括 中 间 过 程 )》 乘 以 适当 非 零 数 ， 那 么 这 会 不 会 影响 
结果 距 ? 

答 不 影响 ， 事实 上 ， 设 

f(%)=a(%)g(%) + 8s(%) (1) 
其 中 s(%) 不 一 定 是 9(%) 除 f(%) 所 得 余 式 ;而 且 可 能 3(s(z) ) 
>8(9(2) )， 换 名 话说， 可 能 是 驾 转 相 除 法 的 某 一 个 中 间 过 


程 。 则 
以 非 等 常数 c 乘 被 除 式 1(%)， 由 (上 ) 式 知 
cf (2%)=g(%) (caq(s)) 十 CS) (2) 
由 (2) 式 及 上 而 一 个 从 疑 辅 寻 知 
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(f (2%),9(%)) = (cf (2), 9(2))= (9(%), cs(2)),. (8) 
(3) 式 说 明 ， 当 被 除 式 乘 非 零 常数 后 ， 不 会 改变 最 大 公 因 式 。 
以 非 零 常数 6 乘 9(%)， 则 
f (2) = (cg (%)) (cg (%)) + s(%) 
则 | 
(f(2) 9(2) ) =(f (2),c9(%)) 一 (29(02)，S(8Z) ) ， 
也 不 影响 结果 、 
以 非 零 常 数 乘 5(%w)。 仍 有 (2) 式 ， 从 而 也 不 影响 结果 . 
4. 车 1(2),…,f 了 (XY) (m 二 8) 互 素 ， 是 否 共 中 任意 两 
个 多 项 式 互 素 呢 ? 
答 ”不 一 定 ， 比 如 
让 (OO 一 02- FOOD) 一 2O+ 了 /2 一 (2 于 (2 十 二 ， 
它们 是 互 素 的 ,但 其 中 任意 两 个 都 不 互 素 . 
(三 ) 题 型 归 类 
] ， 求 最 大 公 因 式 
(1) 驾 转 相 除 法 
例 1 决定 4,2 的 值 ， 使 
f (2%)=%+ (at+1)w +22+20 
q (2%) =w + av:+o 
的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 并 求 出 ((f (%) ,9 (%w)). 
解 ” 作 乌 转 相 除 法 
wi (十 打上 二 28 十 2 人 十 0 人 十 也 
人 十 622 十 b 2+ be | 
] (a —-2)%*— b+b | 
(a ~-2)%+2(a -2)+b (a -2) 


02 二 20 十 


人 (420 5) XV+0(83-a) 
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要 使 最 大 公 因 式 为 二 次 式 ， 则 必须 
人 
6(3 - oa) 二 0 
解 得 
a 二 3, b=0 或 a=8, b= -2 
a=2,5=0 时 ,(f (2), 9 (%))= ?+2%. 
当 4a=8,0= ~2 时 ，(f (%) ,9 (%)) 一 22 十 20 -2. 
(2) 标准 分 解 式 法 
例 2 设 
1 (2%)=% -人 60 十 204+]130 二 302 -80 -4, 
9g (X) = - 2% - 6%° + 20%! + 30%° + 18%’? + 4%, 
求 (f (%) ,9(2) ) ， 
解 ff(2%)= (2 -1) (w+1)t(w -2)?, 
g (2)= -2%(2+1)"(% -2). 
由 标准 分 解 式 知 
(f(Z) 9(O)) 一 (+J)IO -2)， 
2. 最 大 公 因 式 的 证 明 
(1) 用 定义 证 : / 
例 3 设 k 是 正 整数 ， 证 明 ， 当 了 (0) 关 0 时 ， 有 
(f (2),g9(8%)) = (f (7%), 029(2))， 
: 证 令 4(%) 二 (f(x),g9(2))， 显然 4(w8) 是 (0 与 %*g(%) 
的 公 因 式 . 其 中 若 5(%) 是 有 (2) 与 w*g (2) 的 任 一 公 因 式 ， 因 
为 f(0) 关 0, 因 而 2(9) 近 0,5(9) 与 储 互 素 , 但 5(%) 1259 (2) 
所 以 2482)19(2) 。 从 而 22) |]4(2%) ,这 样 证 得 
d(x) = (f (%), wg (2) ) ， 
(2) 用 性 质证 
例 4 (四川 师 大 研究 下 人 学 试题 ) 上 (2) ,9(2) 不 全 为 
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0， 则 
(f,9)" 二 (f",9")，【(% 为 正 整 数 ) 
证 令 4(%)=(f(%),g(%)) 则 
f (2) =d(%)f1(%), g(%) =ad(2) gi (2), (fi1(t), 1%)) = | 
(f",g9") = (d"fi, d"g1) 
=ad"(f1,91)=0" 
= (f,9)", 
3. 证 明 互 素 
例 5 设 (f(%),g(%))=]j，m 为 自然 数 .证 明 ， 
1) (f(%) +9(%),f(%) -9(%))=1; 
2) (f (%)g9(%),f(%) +9(%))=1; 
” 3) (f (%"), 9(%"))=1; 
4) (f"(%),g"(%))=1. 
证 1 了) 由 本 节 内 容 提 要 3 即 证 
(f (2) + g (2),f(%) ~- 978)) = (f(%) .0 (0))=1, 
2) 存在 %, (2)7(2) 使 得 
wt) 了 (0%) 十 25290002) 一 本 (1) 
0 z 
(wc)f +o(f +t9)=1, 和 (Vv -Wg+u(f +9)=1, 
两 式 相 乘 得 : 
- (wv) fg9+h(f +9)=] (2) 
dd 其 中 及 二 4-20)f4+ ~)92 十 (于 二 9)Wwv, 由 2) 式 即 证 2). 
3) 在 等 式 () 中 ， 将 2“ 换 成 4， 则 
ww ) 0) +N") g (2") =1. 
则 证 3) . 
4) 由 本 节 内 容 提 要 4 中 (5) 即 证 4) . 
例 6 证 明 ， 两 非 零 多 项 式 f(%)， y (2) 不 百 素 的 充 要 条 
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件 征 存在 两 多 项 式 w%(2) ,v(%) 使 i 
&%(O) 了 CO 十 2)9(0O) 一 0， ( 工 ) 
其 中 0<9w(%) <09(2) ，0<02(2) <9f (2) 
证 ”充分 性 . 用 反 证 法 ， 若 9 (2) ,了 (%) 互 素 ， 册 (1) 式 
知 9(Z) 1 ， 从 而 9(O)128(00) ， 这 与 694(%) <99 (7X) 
了 矛盾 ， 即 证 f(%) 与 9g(%) 不 互 素 . 
必要 性 . 设 4(2%) = (f(%),g(%)) 克 0 令 
f (2) =d(2)fi(%), g(%)=4d(%) g1(%) 
gi1(%)f (2%) -fi1(%)g9(%)=0 
其 中 0<60g1<60g9, 0<9( -f(x)) <0f (2%). 


84 根 与 重 根 


(一 ) 内 容 提 要 

lj， 重 因 式 

(I) 车 p(%) 不 可 约 ,p* (2) 1f (2),p*+1(%) 不 能 整除 f (72) . 
则 p (2) 是 (2) 的 重 因 式 ， 

(2) 不 可 约 多 项 式 ?(2) 是 了 (2) 的 5(> 了 iD 重 因 式 失 > 
2 (2) 是 (f(%) ,f (2)) 的 大- 工 重 因 式 . 

(8) f 2) 无 重 因 式 所 > (f(2) , 帮 (2)) =1. 

(4) 多 项 式 (2%)/(f(%) ,了 (7%)) 必 无 重 因 式 ， 且 和 f (2) 
含有 全 部 相同 的 不 可 约 因 式 ， / 

2. 根 

(I) f(%) EPLIw]1,cEP, 使 (ce) 一 0， 则 6 称 为 1(%) 的 
根 或 零 扩 . 

(2) x%-c 是 了 (%) 的 K 重 因 式 =>c 为 (7%) 的 重 根 . 

3。 根 的 个 数 

(1) 数 域 P 上 %( 汪 >0) 次 多 项 式 在 了 内 至 多 有 ”个 根 ， 
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(2) 复数 域 上 和 (>D 次 多 项 式 一 定 有 和 个 根 。 

(3) 实数 域 上 奇数 多 项 式 在 实数 域 上 有 奇数 个 实 根 (从 
而 至 少 有 一 个 实 根 ) ， 并 且 其 复 根 成 对 。 

(4) 有 理 系 数 多 项 式 1(2 有 根 a+bo ec (其 中 a,b， 
为 有 理 数 ，W c 是 无 理 数 ) 则 4a -27 < 也 是 19O 的 根 ， 

4 和， 有 理 根 求 法 步 又 是 ， 

(1) 化 有 理 系 数 多 项 式 为 整 系数 多 项 式 . 

(2) 整 系数 多 项 式 确定 一 切 可 能 的 有 理 根 郊 围 . 

(3) 用 综合 除法 判定 是 不 是 根 . 

5， 根 与 系数 关系 〔 韦 达 公 式 ) 

设 Qa1,… ,0 为 多 项 式 

f 2) = bm bd 1 Ob, 

的 2 个 根 ， 则 


1 On- 
Xi 十 %…' 十 上 5 一 《 一 了 一， 


>.0;0,) 一 到 


村 


? 


2 ,0070 一 (— Ds 


(二 ) 答疑 辅导 

]. 一 次 和 二 次 多 项 式 均 有 求 根 公式 ， 高 次 嘴 ? 

答 三 次 多 项 式 或 8 次 方程 求 根 公 式 在 10645 年 由 意大利 
数学 家 塔 尔 塔 利 亚 (N.Tartaglia) 和 和 卡 当 (H.Cardano) 给 
出 ， 

设 (2) 王宫 十 20+9 的 三 个 根 为 01,02,03, 令 
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/1 ， 工 ， 2 2r 
< 一 二- - 多 从 -一 _ - 3 一 
和 /49 + op’s | cos 可 + sin-s (ww J) 


az 一 A 一 9+Aw+Y -9 -Aw (i) 


一 站 mr em 


Qs = - A wty - | 9 -At 


次 方 各 0 0 一 0 (a 在 0)， 只 要 令 
Y= 二 六 则 可 化 为 


y+ pY+q=0 
其 中 p= (2ac -02) /3a:, 9 = (25° - 9abec+ 27ad/27 a0. 
笛 用 (所 式 可 求 根 、 
四 次 多 项 式 (或 4 次 方程 ) 求 根 公 式 ， 由 卡 当 的 学 生意 
大 利 数 学 家 费 粒 利 (L.Ferrari) 给 出 . 设 和 次 方程 
V+ar + bt er+d=0. 
配方 后 得 


(ce 十 全 ) =( 扫 一 js: -cero-d. 
两边 加 (x?+ 学)!+ 得 
ee) 0 
适当 选 寺 使 右边 二 次 式 的 判别 式 为 0， 即 

(0) -4(S -b+t)(% 由 -4 )=0 (2) 


这 有 时 方程 (2) 是 关于 的 3 次 方程 ， 可 以 由 卡 当 公式 求解 , 设 
t, 为 (2) 的 任 一 根 ， 代 入 (J) 后 得 
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(2 4 =(y 全 -DZ+V -ad a) (3) 
由 方程 (8) 可 得 两 个 二 次 方程 ，; 


w+ (B+ b+ jz + 人 (3 二 -4 4 
(GE) (GV) 


解 方程 (4) ， 即 可 得 原 4 次 方程 的 和 个 根 . 

p 次 以 上 的 方程 〈 或 多 项 式 ) ，1824 年 由 挪威 数学 家 阿 
风 尔 (Able) 首先 证 明 不 存在 求 根 公式 ，1828 年 法 国 数学 家 
佑 罗 华 〈Galois) 彻底 解决 了 这 个 问题 ， 他 不 仅 证 明 所 有 多 
(二 5) 次 方程 都 适用 的 求 根 公 式 不 存在 ， 而 且 给 出 了 有 具 有 求 
根 公式 的 妈 ( 关 品 次 方程 所 应 满足 的 条 件 ， 历 时 200 多 年 终于 
完成 了 世界 数学 大 师 们 关心 的 求 根 公式 问题 . 

2， 实 系 数 多 项 式 ( 或 方程 ) 实 根 的 个 数 有 无 判定 方法 ? 

答 有 斯 图 姐 (Sturm) 定理 可 以 判定 多 项 式 f(%) 在 任 
一 区 间 内 (a,23) 实 根 的 个 数 ， 有 兴趣 读者 可 参考 [6]. 

(三 ) 题 型 归 类 

] . 重 根 的 判定 

(1] ) 用 轧 转 相 除 法 

例 1 证 明 多 项 式 f(%) 十 a+ bX+c 有 重 根 志 这 

人 A=ab? - 453 ~ 4aic -27c?+ 18abc=0 

证 (2%) 二 3%? 二 2aw4+ 8， 对 (2) 与 了 '(%) 作 思 转 要 
除 ， 得 余 式 为 人 ， 所 以 1 (2) 有 重 根 的 充 要 条 件 是 (f (%)，,: 
f'(%)) 诗 1 或 人 和信 =0. 

(2) 用 结 式 判定 

例 2 (清华 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ; f (2) = 2 + 6% + Bp 
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+8， 试 确定 2p 的 值 ， 使 7(z) 有 重 根 ， 并 求 其 根 . 
解 ff'(%) =3%:+ 12%+89» 
1 6 8 8 0 
0 1 6 8p | 
R(f,f)=18 12 8p 0 0.=(p-4)? (p +65). 
0 312 3 o 


0 0 2 32 
当 R(f,f')=0 时 ，f (w) 有 重 根 ， 
当 儿 二 和 了 肝 ， 了 (7%) 二 (ww 十 2)3， 即 有 8 重 根 为 -2; 当 
2 一 -5 时 ， 太 (oO) = 二 (2% 了?(w+8)，f(w) 有 二 重 根 1. 
(383) 用 反 证 法 : 
例 3 ( 哉 汉 大 售 研 究 生 入 全 斌 是， 问 多 项 式 


1+ i + Ti 1 (%) 


有 无 重 根 ? 

答 f(x)=f (2) + 一 。 者 wa 为 oO) 的 重 根 ， 则 f(a) 
一 了 '(%) =0。.。 从 而 <=0. 但 0 不是 f (oO) 的 根 ， 故 f (无 重 
根 . 

2. 重 根 的 求法 

例 4 问 2 是 不 古 多 项 式 

f (8) = -62!+ 11%3- 2 12%+8 

的 根 ? 如 果 是 ， 是 多 重 根 ? 

答 ff(2)=0， 故 2 是 了 (2) 的 根 ， 又 

(f (82), f° (8)) 一 (人 一 2 

故 2 是 (2%) 的 3 重 根 . 

3. 根 与 系数 关系 

例 5 〈1978 年 武汉 数学 竞赛 题 ) 在 a,p 同 为 吧 十 DOT 


134 


4=0 和 22" 二 222" 十 2 一 0 (1% 为 正 偶数 ) 的 两 个 相 异 非 零 
根 ， 求证 B/a,afB 为 全 十 1+ (w+ 了 "=0 的 根 . 
证 因为 a+ B= -了 P，% 是 侦 数 , 故 (at+B6)"=p"、 又 
因为 
0=a:”+p"a"+q"= (a) +p"(a") +q", 
故 必 是 22+2D+0" = 二 0 的 根 ， 同 理 B" 也 是 它 的 为 一 根 , 故 
on 十 如 "= -pp", 从 而 or+ Be (a+ 8)"=0. 
的 
即 证 入 是 2*+1+ (z+ 了 "=0 的 根 ， 类 似 可 证 2 是 方程 的 
根 . 
例 6 (1983 年 澳大利亚 数学 况 赛 题 ) 设 %1,%2,%3 为 方 
程 6%? 十 az 二 a 二 0 的 二 个 和 根 ， 求 出 使 
(v1— D+ (ws ~ 2)+ (x3~ 8)3=0 
的 所 有 实数 a， 并 对 每 个 这 样 的 a， 求 出 相应 的 Zi %2, Ya. 
解 ” 令 y=%-2， 则 
y+ (a ~ 12)y+ (3a- 16) =0. (1) 
那么 Y= 二 %1 一 2，Ys 二 wo 2， ys 二 23 一 2 为 (1) 的 二 个 根 . 
故 
0=Yi+Yy + ys= (Vt+1) +y+ (Ys ~ 1) (2) 
我 们 已 知 公式 
13 十 4 十 2Z3 一 (W 十 4 二 2 ~ BELT+YTZ) WYT+ LZ + YZ) 
十 3222Z (2) 
在 (?) 式 中 令 %= 轴 +1，y=Y:，z 二 奶 ~1， 并 注意 (2) 
式 ， 则 
0= (%1 ~- 1)3+ (2 — 2)° + (%3 — 3) 
=— (YA+1)s+y3+ (Yo 1) =8Y +1)y(Ys — 1). 
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因此 纺 = -1 或 几 =0 或 加 =1. 
当 纺 = -1 时 ，%1 一 V+2=]， 代 人 原 方程 解 得 0= 
则 2 -60r+asta= (2- 1) (m+ Br - B) 
力 两 根 为 
mit BB), t= (6- 1 本). 


要 轨 =0 了 上 时， 加 = 人 十 2 一 2， 代入 原 方 程 得 w= 玉 是 另 
内 根 为 > » 
2+ 5V1B 和 2- V6. 


当 锅 = 工时 ， 四 =3，a= 27、 另 两 根 为 


2 (1+VD), 320-173)， 


$5 ”多 元 多 项 式 


(一 ) 内 容 提 要 
1 设 忆 是 数 域 ，2, ,2 是 个 文字 ， 称 
QV WI Bo" BRT DE B+ CWP VB" 

为 % 元 多 项 式 ， 其 中 a.8,…,CEP，k, 4 1 均 为 泪 负 粮 

2. 2% 元 多 项 式 常 用 的 有 两 种 排列 法 ， 一 种 是 按 某 一文 
字 的 降 需 排列 法 ; 万 一 种 是 按 字 典 排列 法 ， 即 当 后 一 后 
Ki 三 bi E>>4 时 则 aswirown" 排 在 5%1…%w 的 前 面 ， 

3， 如 果 任 意 对 换 两 个 文字 和 和 2 后 , 即 元 多 项 式 
21 ) 不 变 ， 则 (8%,…,%,) 是 对 称 多 项 式 ， 

和 4. 下列 几 个 多 项 式 称 为 % 元 初等 对 称 多 项 式 ， 


OIi 一 2 十 22 十 十 2 
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Oy 二 | 多 ， 十 风 1 光 3 十 …*， 十 Wi 


On ~ VINVo NW, . 
5， 每 个 对 称 多 项 式 都 可 唯一 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 
项 式 ( 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ). 
(二 ) 答疑 辅导 
j，% 元 多 项 式 按 字典 排列 法 写 出 ， 首 项 是 不 起 航 遍 汉 
JI ? 
答 不 一 定 ， 比 如 两 个 文字 20,92 的 多 项 式 
f (%1, 82) = H+ V3 
息 按 字典 排列 的 ， 而 最 高 次 项 是 好 并 不 是 首 项 ， 
2 什么 时 牛顿 公式 ? 
答 09 十 各 个 文字 ，cp on 是 到 个 文字 航线 
和 洗 对 称 多 项 式 ， 令 宛 方 和 
Be 一作 十 十 十 (为 自然 数 ) 
则 下 二 公式 称 为 牛顿 公式 : 
Se— OB IT 二 Oo8 -十 -JI St (~ 1 ko,=0. 
(1) 
但 当 大 汪 % 时 ， 需 把 (了 式 中 cs … 04 看 成 0. 
3， 怎 样 把 8 方 和 sx 表 成 go1,…,os 的 多项式 ? 
答 由 基本 定理 8 可 以 表 成 o1,…,0， 的 多 项 式 . 如 果 
用 消去 首 项 法 或 待定 系数 法 来 做 ， 计 算 都 很 麻烦 ， 但 用 牛顿 
公式 较为 简便 .下面 举 两 个 例子 ， 
(1) 设 %=2， 求 85， 
先 依次 令 廊 二 1,2,8,4,5 写 出 (1) 式 ， 
81~- 01=0, 


8§2 — GiS1 十 2c2 一 中 


83 ~ T1832 + G281 -203=0, 
31 — G183+ O282 - G381 + 4o,=0, 
Ss— Il1l84 十 aa83 ~ 0a82s + O181 ~- Pos=0., 
装 为 k=5>>%= 一 2， 庆 令 go3==o4=o, 二 0， 上 面 一 申 式 子 由 
上 往 下 过 次 代入 得 
Ss=07 -boi0,+Ooo?. 
(2) 当 %=5 时， 求 8;， 这 时 %=k=5, 仍 由 上 一 串 式 
于， 由 上 往 下 了 款 次 代入 得 
S.=0o -Boigost+Boo?+Bo?o; — Boos -Poso s+ bBo;. 
4. 什么 叫做 多 项 式 的 根 的 判别 式 ? 
答 ” 设 一 元 多 项 式 
f (2%) 一 Gain 1 十 十 ai+a (二 0) (1) 
的 有 个 根 为 2 ,2 ， 称 


A 一 20 (2 一 人) (2) 


为 f(%) 为 根 的 判别 式 ， 显 然 ，f (%) 有 重 根 的 充 要 条 件 古 
A =0. 

5. 上 述 判 别 式 能 否 用 f(%) 的 系数 表 出 ? 当 f(%) 是 2 次 
或 3 次 时 ， 人 入 等 于 什么 ? 

答 人 能 用 f(2) 的 系数 表 出 .因为 和 是 2 ,zs 的 对 
称 多 项 式 ， 故 人 可 用 2,…,2。 的 初等 对 称 多 项 式 cl an 
的 多 项 式 表 出 ， 再 由 韦 达 定理 ， 则 和 人 A 便 可 由 上古 (2) 的 系数 表 
出 .下面 给 出 计算 人 入 的 一 个 常用 公式 


ni 


A—1) . 
人 =(-1]) 2 as' R(f,f'), (1) 


其 中 RR(f, 耻 ) 为 结 式 . 
当 了 (2) 一 巡 二 DT9 时， 上 户 (o) =22%+DP， 则 
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1 2 


A=(-D) FRY 12 »0|=p:-44. 
0 29p» 

ft)=% tt ar + bret+en, f' (v2)=8%+2a7+5, 唱 
13 a bb reo 
0 1 a be 

231) 

人 =(-1]) 2 RO(f,f)=- 11820 5b 00 
0 32a 0 
0 0 82a6b 

一 4202 -4b + J8abc - 2762 ~ 4aic, 
(三 ) 题 型 归 类 


J. 把 对 称 多 项 式 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 
(1) 公式 法 
例 1 把 对 称 多 项 式 
f Wi, Va, 083) 一 1 十 02 十 03 一 83210203 
表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 
解 ”此 题 由 牛顿 公式 得 〈 双 一 开 一 纯 ) 
83— WI + WITNWI=GI- Log Bo, 
f (%1, Ne, Va) =88 — BNNs = 0 3 ~ Boggs. 
(2) 消去 首 项 法 
例 2 把 对 称 多 项 式 
f (2%1, Ba, Ca) = (Vi ~ We) (We — 23) 十 (2 — Ha) (Ws — V1)" 
+ (Ws — 1) (8 ~ We) 
表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 .， 
解 ”f 的 首 项 为 从， 对 应 的 指数 组 为 (4,0,0) 作 oi,o，， 
U3 的 顺 积 为 
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令 
fi(%1, wa, V3) = f (RP1, We, V3) — 01 
一 一 6203102 -30323 — 123 21 10%, 
首 项 指数 组 为 (3,1,0)， 再 作 笑 积 为 
oi lol Y=o? os, 
令 
四 (2 Wa, Wa) = fi(W, Ve, Wa) ~ Io 
— ov? 十 了 8 之 和 50203 ， 
首 项 指数 组 为 (2,2,0)， 相 应 睫 积 为 902， 分 
fa (81, Wa. Hs) = fo(%1, V2, Ta) ~— 9c ;二 0 
f (V1, 92 3) = 01+ fi(Wi, V2 ,Ts) 
=01- 60102+ fa(%1 Ls,%s) 
~—01~ G010, + 9os. 
(83) 待定 系数 法 
例 3 把 对 称 多 项 式 
f (iy WV) = DVN + 2 OND 
裕 示 成 彻 等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 
解 = 六 二 fa， 其 中 
fi (0 ， 机 ) 2 ) 一 人 人 > 
| 
~2(0!?- 20,) =201- 4c， 
f (W810) = ONIN 
再 用 待定 系数 法 把 fs 表 成 初 笠 对 称 多 项 式 的 多 项 式 : 


可 能 的 指数 组 ] 血 。 积 


4 100.0 | Ol Ou 


一 
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(0 ,Bs) oo + Ac, (4) 
令 7 一 22 一 03 一 ]， vw 二 “= w= 0, 由 (了 ) 式 得 
6 一 3.3+4.] 。。 凡 =- —-? 
f=0102s - 80， 
f=u0s ~- 20s+20’ -4o, 


2。 对 称 多 项 式 的 应 用 


(了 ) 用 于 解 方程 组 
例 4 解 方程 组 
久 十 2 十 YU 一 呈 


(sw—- YI+ (Y-2)2+ (2 -22 一 4 
VY + NY? + WY22 = 2 
解 ” 三 个 方程 左 端 都 是 z,g,z 的 对 称 多 项 式 ， 则 可 化 
为 01,02,08 的 多 项 式 
(TZ- + (YY-2) + (2 -1H)=20! -60,, 
VY WY? + VY 2 = G0 8, 


则 原 方 程 组 化 为 
oi 二 2 
区 一 6o, =]14 


O0203 二 2 


解 得 01=2，0os= 二 ~-1，os= 二 -2.- 故 有 
名 十 2 十 2 一 2 
| WY+ YZ + y= = 了 
WYZ=—2 
由 书 达 定理 ，w，yY，z 是 下 面 ? 次 方程 的 ?个 根 ， 
ts -2t2- t+2=0 (1) 
而 (J) 的 三 个 根 为 ,~ 了 ,2. 从 而 对 它们 作 一 切 排列 ， 故 原 
方程 组 有 6 个 解 ， 
141 


(了 , -1,2), (1,2,-1), (~=1,1,92), (-3,2,1), 
(2,1, -1), (2,-1,1). / 
(2) 用 于 分 解 因 式 
例 5 将 (2+2T+TXW) (Yt+2+Y2) (s+2+ Wz) + WYZ 
分 解 因 式 . 
解 ”将 所 给 式 子 展开 ， 便 知 它 们 是 下 面 芋 个 齐 次 对 称 多 
项 式 之 和 ， 
VY = 00s, 
2(0 YZ + NYS + NYRI) = 20 20 3, 
VY + N22 Yi + BVIYZ + WY + WY?) 
=0? 二 0103g, / 
022 FT VS TE YZ + YZ STWZE— OO 
则 
原 式 二 03+20203 go3 十 0108 十 G104 
一 (Iz 十 Is) (as 十 Ia 十 II1) 
一 (02UU 十 0 十 21Z + wz) 
(022Z 十 V2T 二 OZ 十 HZ 十 0 十 2 二 2) ， 
(3) 证 明 恒 等 式 
例 8 ee ee 证 明 


， py a jt 十 zope Zz? 十 多 化 
证 左 闹 一 Ye -一 一 -一 一 一 一 ~ 


_O102-d03 一 -8 
Us 


3. 多元 多 项 式 零点 的 个 数 
例 7 (第 三 届 全 国 大 学 生 数 学 夏令 营 试 题 ) 设 多 项 式 
f(%，Y) 关于 2 的 次 数 委 % ,关于 2 的 次 数 科 如. 且 设 存在 不 
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同 的 数 (= 一 0,1.2,…， %) 和 不 同 数 5b,(7=0,1,…m)、 使 
flab)=0, (=01…,03 f=0,1,...,m), (1) 
试 证 (4,Y) m=0. : 
f (2,Y) = WW" + CW WT + tO YR+ 6 CY), (2) 
其 中 C6.(2Y)==0 或 9(C.(9)) 寺 mm (k=0,1,.… ,1%)、， 
由 假设 知 / 
0=f (a,b;) 一 CoCo 十 和 十 CQ 十 co) 
(Li 一 0 1 ,3 f=0,1,...m) 
国定 7， 把 2.(b) ，cs (0)，…，2o(0) 看 成 %+I 个 未 
知 数 ， 对 不 同 i， 共 有 % 十 1 个 方程 。 由 于 系数 行列 式 为 范 
德 蒙 行列 式 不 为 0， 故 有 
ci.(0,)=0 (k=0,1,...,%m) (2) 
号 国定 8&， 由 了 的 任意 性 ， 共 有 mw 十 1 个 不 同根 ， 
， Ce(2)em0 (k=0,1,.,m) 
再 代入 (2) ， 即 证 1(%, =a0. 


$6 综合 题 


例 1 (河南 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 f(%) 是 多 项 式 ， 
他 6b 是 任意 数 ， c 是 非 零 数 ， 证 明 ， 

(1) f(%-0)=f(%)<=>f(%) 是 常数 ， 

(2) f(a+0) =f(0) + 了 (0) >f(w) =kwm (7 常数 在 ) : 

(3) f(a+D) = 了 (60) <>f(%) =0 或 1. 

证 (])，(2) ，(5) 的 充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 ， 

(1》 如 果 f(2) 不 是 常数 ， 令 3(f(2) ) =2>>0, 并 设 ar， 
…，0s 是 1(%) 的 % 个 根 ， 由 
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fm)= 了 (0%)=0 (1=1,2,.,%) 
知 9q-c (2=1,2,…,%) 也 是 f(%) 的 2 个 根 ， 由 韦 达 定理 
《oa -0C) 十 十 (as 一 C) 一 ai 十 十 
所 以 -%2=0， 得 出 c=0， 这 与 假设 矛盾 .所 以 了 2) 是 党 
数 ， 
(3) 由 假设 ， 取 2=0， 得 1(0)= 王 0， 从 而 0 运 1(%) 的 
根 . 令 f(%)=%g(%)， 从 而 
220 (20) 一 了 28) 一 了 2) 十 了 2 一 2L2900) 
9(22) 一 090) 
从 而 得 证 9(2) 是 一 常数 k，f(%) 二 kz. 
(3) 由 假设 知 
{1(2%)= 了 (2+%)= f(2)f (0). 
从 而 f(%) 必 为 常数 4， 即 f(%、 二 4， 骨 由 
f0)=f(0+0)=f(00)? .d=4d? d=0 或 1. 
从 而 得 证 f(%)=0 或 1. , 
例 2 (1) (内 蒙古 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 mW，% 心 
正 乾 数 ， 求 (2 -4j，2%" 一) 
(2) 设 m,，%v 是 大 于 1 的 整数 ， 日 
f(%) 二 2"! 十 人 避 -2 十 ,十 信 十 了， 
gq (WV) =%"1+O 十 十 作 十 ]， 
求证 (f(%), g(%))=1<>(m,%)=1. 
证 (1) 令 d=(m,%) 则 可 还 
-1=(%"-1,%"”—1) . (1) 
显然 -1 是 2?- 了 和 六” 的 公 因 式 ， 
其 次 g(%) 是 入- 了 和 如- 工 的 任 一 公 因 却 . 则 外 
muinv=d (WW>0, »<0) 


m0 ~ 1) -1)- (2-"~—1) (2) 
p(X%) 可 整除 (2) 式 石 妖 每 一 项 ， 从 而 9(%) 可 整除 
(人 -但 2) 不 含 因 子 2. 故 9(%)| 和 -~-]， 即 证 
(1) 式 . 
(2) %" -=f(%2)(%~]) 
VY" =g(%)(%— 1) 
风 ] 
(f(%),96%))=1<>(%" 一 12 一 了 ) 一 和 一] 
<~>(m, %)=d=1. 
例 3 (华中 师范 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 a1，…， 
a, 是 互 异 的 整数 ， 则 多 项 式 
f(%)= (tt~a) FV ~ as)(%~a)—1 (1) 
不 能 分 解 成 两 个 次 数 都 大 于 0 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 
证 用 反 证 法 ， 着 1(%) = 二 9g(%) 有 (ww) ,其 中 gC) 和 C2) 
是 次 数 大 于 0 的 整 系数 多 项 式 ， 则 
g(a)h(a)=f(4)= -1 (t=1,2,..,%) 
- 因 g(a,),， h(a) 都 是 整数 ， 套 9(4)=1，h(a)= -1 或 
9(80) = ~],， h(a,)=1, 有 ] 
gla) th(a)=0 (1=]1,2,.,%) , 
又 因 259(2) + 有 (2)] < 如 ,所 以 9(2) 十 hh(%) 二 0， 从 闸 
f (2)=g9(%)h(%) = - 92(%) | / 
- 92(2) 的 普 项 系数 为 负数 ， 这 与 (2) 的 首 项 系 ; 数 为 了 下 
盾 . 即 证 结论 ， 
例 4 设 1(%) 是 整 系 数 多 项 式 ， 证 明 ， 如 果 存 在 一 
侦 数 ,za 及 一 个 奇数 65， 使 f(a) 与 f(8) 都 是 奇数 ， 有 Fa 
无 整数 根 ， 由 此 得 ， 
(3) 当 fCm) 和 了 (m+]) 都 是 奇数 时 ，f(%) 无 整数 根 
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(m 是 整数 ) 

(2) (苏联 大 学 生 数学 竞赛 题 ) 当 f(0) 与 f(1) 都 是 奇 
数 时 ，f(%) 无 整数 根 ， - 

证 设 f(%)=cw" 二 C18" 十 … 十 Cc,， 因 a 是 偶数 ， 

f(a)=6a"+ .+Cs_10+Cs 

f(a) 是 奇数 , 敬 c, 是 奇数 .从 而 对 任 何 偶数 d,f(4) 都 是 
奇数 .又 因 5 是 奇数 ， 而 

(CDD) 一 CD 十 me 十 Cn ip 十 Co 
也 是 奇数 ， 禹 对 奇数 d， 由 
bi~at (4—%B, BB-1, ..., 1) 
是 偶数 ， 知 
f(2) -ff(4)=0(0" -0") t+:+c,-1(b — 4) 
必 为 偶数 ， 从 而 1(4) 为 奇数 ， 

综 上 所 述 ， 对 任何 整数 六 ， 帮 CE) 均 为 奇数 ， 即 证 f(2%) 
没有 整数 根 . 

例 5 《同济 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 对 于 2 的 一 切 
实数 值 ， 实 系数 多 项 式 f(z2) 的 值 都 0， 则 

f(%) = p91(%) + pi(%), (1) 
其 中 g1(%) ，gs(%) 是 实 系数 多 项 式 ， 

证 设 a<as<…<w 分别 是 jj2) 的，K，，…， 

k, 重 实 根 ， 则 
f(2%)=(%- 0 (or) 90Z)， (2) 
其 中 g (2) 无 实 根 . 

下 证 1/ 均 为 偶数 。 若 某 有 ,是 奇数 ， 取 CE (a,-1， 
a)，dE (GG) 因 (C~a)*，，(4 -a)"* 反 号 ， 而 当 jw 
1 时， 所 有 其 余 (C- 加 ) 与 (人 -ao) 同 号 , 故 生 (0) 与 (f (4) 
反 号 .这 与 有 (w) 的 一 切 值守 0 韦 盾 ， 从 而 如,…,k. 均 为 偶 
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k=28, (t=1,2,..., 7). 
f (2) = fi(%) 9 (2), (3) 
其 中 f (0) = (8- QCD) (2-0,)”， 再 设 
9 (2) = (2%~ 0a) (和 一 aa) (WF — on) 
=[ (8~ oa) (WV— 0 La (Vanm)] 
= [h (2) + ih, (2) Lh (2) ~ ih, (2)] 
， 9 (2) = hi(%) + hs (2) (4) 
其 中 是 ca, 的 共 斩 复 数 ，P (2) ，7 (2) 是 实 系 数 多 项 式 . 
将 (4g) 式 代入 (3) 式 ， 则 
f (2%)=9?(%) + p92(%), 
其 中 p91(%) = 有 (%) hi (2), pa (2) = fi (8)h,(%). 
例 6 (南开 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 f(%) 是 有 理 数 
域 上 2( 关 分 次 多 项 式 ， 并 且 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 但 知 
f(%) 一 根 的 倒数 也 是 f(x) 的 根 ， 证明 ， f(%) 每 一 根 的 倒数 


是 1(%) 的 根 . 
证 不 失 一 般 可 设 
fH) 一 0 十 CGI07 -1 十 十 QI 人 十 Cn， (1) 
由 假设 知 存在 一 数 < 使 
f(m = 所 二 )=0 (2) 
A z 


MM={p (2%)1p(a) 一 0，9 (w) 是 有 理 数 多 项 式 }. (3) 
下 证 有 (2) 是 型 中 次 数 最 低 的 ， 从 而 是 唯一 的 . 

设 型 中 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 工 的 多 项 式 为 2) ， 则 
h(a) = 二 0，。 用 (2w) 除 (zw)， 则 
f (2%) =q (2) hs) +r(w) : | (4) 
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其 中 7 (82) =0 或 6r(%) 二 6h(w)。 由 于 7(a) = 二 0, 以 及 有 (ww) 
次 数 最 低 ， 所 以 7+(2) 一 0， 则 有 (zw) 1f(%)， 由 于 f(z) 不 可 
约 ， 故 4 (7) 一 定 是 常数 .但 hh(w)，f(n) 首 项 系数 都 是 1. 
得 证 f (w) =h(%). 


再 证 ( 卫 式 中 as 有 
Qo 二 十 | a 二 土 4a.., (1 二 1,2,....,1 -1). (5) 
因为 
f(0) =a"+a, 110" 1+ .+da+oo=0, (6) 
1 工人 >” 1 \"-! 1 
(8) to) t(D) re 
0) 
由 (站 式 得 
an 十- Cn-1I 十 十 . sa 二 一 0， (8) 
no U0 
由 (6) ， (8) 两 式 及 上 面 证 明 的 唯一 性 
qo=-， 0 一 土 ] 
4 一 0 一 十 Go。 


Wo 
最 后 ， 设 B 为 了 (2) 的 任 一 根 ， 则 
0=f(8)=B8"+a,.-1:B" + +apB+ao 
当 4qo=1 时 B+a.-18"'+…+apBt+l1l=0 (9) 

(9) 式 两 边 同 乘 -5 得 f(-5-)=0 

当 @0 = 一 - 1 了 时， ] 

0=B"+o-16 一 +…+@8 两 边 同 乘 8i， 也 可 证 

1 
1 (8)=°. 

例 7 “(1989 年 湖北 省 师范 专业 大 学 生 数 学 竞赛 试题 ) 


1 AD 


数 域 上 2% 个 次 数 不 大 于 %~1 的 多 项 式 
f ,82) 一 0 十 0i2 风 十 二 00 
(i=]1,2,...1) 
Gs 1) =D + Datd e+ sv" 
设 4= (oh ,B= (5,)) 都 是 ?% 阶 可 逆 阵 证明， 和 存在 多 项 式 
组 {f,} 到 {9,} 的 一 个 满 射 c， 使 F 上任 一 %~ 1 次 多 项 式 ， 
者 可 写成 
of1CE)) ,ee of RE)), frst), ,f(T) 
(r+=]1,2,....,.%) 
的 线性 组 合 . 
证 设 a,…,a 和 和 Bi1,…,B， 分别 为 4 和 5 内 列 向 量 
组 ， 令 上 "x! 为 数 域 玉 上 一 切 % 维 列 向 量 所 成 线性 空间 ， 由 
假设 可 知 ,ay 和 Bi1,…,B, 为 "的 两 组 基 . 
固定 自然 数 x， 考虑 上 问 量 组 
Ca Bi Bs (1) 
则 (G) 的 秩 为 如， 从 art yas 出 发 可 添加 6 …,B。， 使 
问 量 组 
NB ，Qrr 0 (2) 
为 (1) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 也 为 F"” 的 一 组 大 . 
将 f,(2) 和 gi(%2) 写成 坐标 形式 为 ， 
f1(%) = (I ,sy, 2 ) 0,, 
gs 0) 一 (70 )6,， 
则 将 91,… ,9， 重新 排列 ， 并 将 9,,,… ,9 排 在 前 面 得 


(t=1,2,..,%) 


Gor sis ir" sd jn-r (3) 
令 有,…,f, 与 (3) 按 次 序 作 一 一 映射， 记 为 o， 则 oo 为 [4 
到 {9 的 一 个 满 射 ， 


对 二 任 一 个 到- 工 次 多 项 式 
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六 (0) 一 C1 十 CO 十 十 Co 
= (I, , 0" 1)y 
其 中 
y=(C1,.% ,Cn) ERP"™ 
则 > 可 由 (2) 线 性 表 出 
?7 王后 G， + + kB + kdst t+ RB, 
大 
六 (2Z) 一 (207 
= ("1) (KB + + kB,, 
+ hryors tt + Ena) 
=kigo, t+ kgs + errifriit + hf, 
=ko(f) + +ho(fr) + hfriit + kf,. 
例 8 (美国 大 学 生 数学 竞赛 题 ) 求 三 次 方程 ， 使 其 三 
个 根 分 别 是 三 次 方程 刀 +az2+82+c=0 的 三 个 根 的 立方 . 
解 设 a,8,y 为 28+a2+Tp0+Tc=0 的 三 个 根 . 
as+63+78 一 (ca+B+7)3-3(+B+7)(c8B+ay+B7) 
+38a8y= - 0- 8ab+3c, 
mB +ay +pB y=(aB+ByY+ay)’ 
-8aBy(atB+y)(aB +ay+BY) 
+ 3a8:Yy? = 0 - Babc + 8c?, 
3 By3— 一 C3， 
由 韦 达 定理 ， 以 as,81,y* 为 根 的 方程 为 。 
y+ (as— 8ab+8c)y+ (0 — Babc+ 80)y+ C=0. 
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第 五 章 线性 空间 


$1 线性 空间 的 定义 与 性 质 


(一 ) 内 容 提 要 

1， 设 是 一 个 数 域 ， 是 一 个 非 空 集 合 。 如 果 在 了 中 
中 定义 了 一 个 加 法 ， 在 PP 与 的 元 素 之 间 定 义 了 一 个 数量 
滋 法 ， 并 且 加 法 和 数量 乘法 适合 下 列 几 个 和 条件， 那么 就 称 耻 
是 上 上 的 一 个 线性 空间 (或 称 向 量 空 间 )， 

(1) a+B=B+a 

(2) (a+B)+y=at+ (B+7y) 

(3) 了 中 有 一 个 元 天 0， vaEV, at+0=a. 

(4) vaEV， 存在 BEV, 使 a+B6=0.， 

(5) la=a 

(6) Kk(la) = Kl)a 

(7) (K+ lt)a= katia 

(8) kl(at+ B)= kat kB 
其 中 ,k,li€EP; a,B,yYEV. 

2. 线性 空间 的 简单 性 质 . 

(1) 等 元 素 是 唯一 的 ， 

(2) 负 元 素 是 唯一 的 . 

(3) Ka=~-0Q<Q@=>k=0 或 a=0. 

(二 ) 答疑 辅导 

1， 如 果 卫 ,VV 国定 ， 是 否 只 有 唯一 的 一 种 方法 定义 线 
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性 空间 ? 
答 不 一 定 . 比如 ={(a,2)1a,b5E RR} 其 中 RR 为 实数 
霹 ， 
V 关于 通常 的 称 阵 加 法 与 数 乘 ， 构成 站 上 的 线性 空间 . 
其 次 ，Y 按 下 面 定义 的 运算 ， 
(a,b) Ble,d)=(a+c,b+dtac), 


pCa.b)= (ka, kb+ (oar) 
也 过 五 上 的 线性 空间 ， 

尽管 集合 完全 一 样 ， 定 义 的 运算 不 同 ， 则 它们 是 不 同 的 
线性 空间 ， 

2. 除 六 二 {0} 可 构成 线性 空间 外 ， 任 何 有 限 集 ， 能 人 否 对 
数 域 构成 线 迭 空间 ? 

答 除了 ={0} 外 ， 任 何 含 一 个 非 零 元 <cE 了 ， 则 ， 则 必 
含 无 穷 多 个 元 %a， 其 中 % 为 整数 . 换 名 话说，V 只 有 两 种 
可 能 ， 要 就 是 单元 素 集 {0}， 要 就 是 无 限 集 ， 

3. 实 ( 复 ) 线性 空间 中 元 素 是 否 一 定 是 实 ( 复 ) 数 ? 

答 称 为 实 线 性 空间 ， 是 指 它 是 实数 域 上 的 一 个 线性 
宝 间 ，Y 本 身 并 不 一 定 是 实数 ， 比 如 ，7 是 一 切实 % 阶 方 
隆 折 成 集合 ， 则 六 关于 矩阵 的 加 法 运算 与 数 乘 运算 构成 实 
线性 空间 . Y 本身 不 包含 任何 一 个 实数 作为 其 元 素 . 

4。 线性 空间 定义 中 ， 几 条 公理 是 否 独 并 ? 

答 第 工 条 (加 法 的 交换 律 ) .可 由 其 他 七 条 推出 ， 因 此 
第 一 条 不 独立 ， 可 以 去 把 ， 事 实 上 

设 va，BEV， 则 

9(a+ BB)=2a+28=(1+l1)at (il+1)p8 
=(la+lja)+(18+1B8)=(ati+a)+ (8+B) 
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二 a+ (G+B)+hB 
万 一 方面 ， 又 有 ， 
2(a+B)=(+T)(Ca+B)= 一 Ta+B)+1c+BG) 
=(a+B)+(atB)=a+ {8+a)+B 
a+ (at+68B)+B=a+(B+a)+a 

未 式 两 边 从 左边 加 ( -a)， 从 右边 加 (~ 6)， 即 得 

a+B=B+a, 

那么 ， 为 什么 不 从 线性 空间 的 定义 中 把 第 工 条 去 岩 呢 ? 
这 是 因为 这 条 性 质 很 重要 ， 经 常 要 用 到 ， 习 惯 上 我 们 就 把 它 
保留 在 线性 空间 的 定义 中 了 . 除 此 之 外 ， 甚 余 七 条 均 独 立 ， 
每 一 条 均 不 可 取消 ， 否 则 将 与 原 定义 不 等 价 . 有 兴趣 的 谈 者 
可 参见 《数学 通报 > 1980 年 第 11 期 “关于 线性 空间 的 定义 ” 
和 《数学 通报 >》 1983 年 第 4 期 中 “向 量 空间 定义 中 一 公理 的 
独立 性 ”中 所 给 出 的 例子 . 

(三 ) 题 型 归 类 : 
1. 验证 一 个 集合 是 否 为 线性 空间 . 主要 方法 有 以 下 三 
种 ， z 

(1) 按 定 义 逐 条 验证 . 

例 1 设 收 敛 于 0 的 实数 无 穷 序列 的 爹 体 为 VY， 了 了 为 实 
数 域 ， 加 法 定义 为 : V{as}，{2:} EV，{as} -+{0,} 二 {a 二 
b.}; 数 乘 定义 为 ， vEEP, Klart= {kas}, 问 V 是否 为 上 

解 jim (Cas+b) = lim ae, + Jim bs = 


六 -Do 


{as + b,}EV. 
又 Jim ka, =k limas=0 
上 ao ET 
153 


并 且 容 易 验证 八条 运算 规则 是 满足 的 ， 所 以 了 是 已 上 的 线 
性 空间 . 

(2) 证 明 所 给 集合 构成 子 空间 . 

例 2 了 表示 次 数 小 于 2% 的 实 系数 多 项 式 全 体 ， 再 添上 
.等 多 项 式 . 令 


W={fw) EV)=0) 


证 明 WV 是 实 线性 空间 . 

证 0EWW， 邢 非 空 

vf(2), 9 EW, f(D +g9(D)=0, 则 f (x2) +g9(%)E 
Ww 

vkE R( 实 数 域 )，kf (1)=0， 则 kf (x)E€W,， 
从 而 玉 为 V 的 子 空间 ， 因 此 WW 是 实 线性 空间 . 

(3) 证 明 所 给 集合 不 构成 线性 空间 

例 3” 设 歼 为 非 齐 次 线性 方程 组 4 二 5 的 解 集 ，W 是 
否 为 线性 空间 ? 

答 不是， 因为 车 4 对 =5 无 解 ， 帮 为 空 集 ， 当 然 歼 不 
是 线性 空间 ， 

当 了 厂 非 空 ， 由 于 8 二 0， 则 0E 丈 . 因此 六 不 是 线性 空 
间 ， 

2. 证 明 线性 空间 的 性 质 

例 4 求证 ， 在 线性 空间 中 成 立 下 列 等 式 

1) - (-@)=a, 

2) - (Ka)=(-K)a=K(- 0), 

3) k(a~- 8B)=ka- EB. 

证 1) 因 a+(-o)=0， 把 a 看 作 -a 的 负 元 ， 所 以 


Qa= ~ (~ 0). 
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9292) fkat+ (CC- EYa= (K+ (ka=0 
(~k)a= - (ka). 
另 _ 一 式 类 似 可 证 . 
3) Kk(a-B)=k(at+(-B))=kat+k(-—B) 
一 上 Q& 十 (一 下 )CG 一 KK 天 
例 5 设 这 ， 有 为 线性 空间 六 的 两 个 子 空间 . 问 不 让 
HH 与 WUH 是 否 为 V 的 于 空间? 为 什么 ? 
答 友人 介 如 是 V 的 子 空间 ,WU 一 般 不 是 子 空间 . 
下 面 我 们 证 明 ， 玉 UH 是 的 子 空间 志 之 WH 或 1 
SW (东北 师 大 研究 生 入 学 试题 ). 
证 充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 . 用 反 证 法 , 假如 
玉 ， 豆 互 不 包含 。 那 么 有 
aEW, aEH. (1) 
BEH, BEW. (2) 
但 a，BEWUH， 由 于 WUH 是 子 空间 , a+BE WUH. 
这 时 a+BEW 或 a+ BE HH. 但 这 都 不 可 能 ， 若 a BEW 
B=(at+B)-aEW 
这 与 (2) 式 矛盾 . 车 w+BE 吾 ， 则 
i = (atp) -BEH 
与 (1) 式 矛盾 ， i / 
从 而 WV， 不 可 能 互 不 包 全 名 WOH 或 HcW. 


(一 ) 内 容 提 要 | 

1，(1) 如 果 玉 中 有 个 线性 无 关 的 向 量 ， 且 没有 更 多 
数目 的 线性 无 关 疝 量 ， 称 六 为 % 维 的 . 记 作 dimV=n. 车 
在 V 中 可 以 找到 任意 多 个 无 关 向 量 称 为 无 限 维 的 . 
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(2) 数 域 上 2 维 线性 空间 了 . 中 ，% 个 线性 无 关 的 向 
基 81,562，… ,Es 称 为 了 ,的 一 组 基 . (或 称 基底 ; 底 .) 

这 时 YaEV,， 存在 a1,92,…,0,.EP. 有 0=aisl + 928 
十 下 十 Qn8n，Q1,42, ,Qs 称 为 a 在 基 81,82,…8s 下 的 坐标 ， 
记 为 (Qi1, 42,*…, 0.). 

2. 在 VV 中 包 个 向 量 : 

ac on (FT) 

线性 无 关 ， 且 YEY 可 被 (1 ) 线 性 表示 , 则 了 是 乞 维 的 ， 
且 ( 了 是 了 的 一 组 基 . 

3. 车.… 0 和 BB1.…,B, 是 线性 空间 VV 的 两 组 基 ， 


则 : 
(B41) = (eeao)A (1) 


称 为 was 到 1.…,B' 的 基 变换 公式 ， 其 中 可 道 阵 双 称 
为 过 湾 和 矩阵 
(can) 一 (BGA (2) 
是 B1,…,Bs 到 a1.…, a 的 基 变 换 公式 ，4-! 为 其 相应 的 过 
渡 人 矩阵 . 

4. 在 上 述 记 号 下 ,车 YET， 


风 1 yi 
7 | : }- (B41 Bs) ( : ) 
Vn yn 
化 1 dt yi1 wi 
()-=4() 或 (=) (8) | 
万 yn 本 Vs 


(3) 式 称 为 基 变 换 下 的 辣 量 坐标 变换 公式 . 
5. 几 类 重要 线性 空间 的 维 数 与 基 


1) P=1{ (a, ‘0s) la EP} 
| “dim P*=%. 


则 
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(1,0,..,0),，(0,1.0...0)，.…，(0,…,0, 了 为 P 的 一 
组 基 . 
2) 7 一 (4 为 王 上 如 x 让 朱 阵 ) 
dim 天 "xm 一 和 入 
(总 一 工 2 3 了 一 2 多) 为 居 ”的 一 组 基 . 
3) 4ETZ 设 齐 次 方程 组 为 4 和 =0， 解 空间 
W={ala€E PP"*!, Aa=0}, 
dim 多 二 %-r， 其 中 7+= 秩 (4)， 
基础 解 系 ”B1,…, B,-; 为 到 的 一 组 基 . 
4) fo]。 表示 数 域 4 上 次 数 小 于 % 的 多 项 式 全 体 ， 主 
加 上 零 多 项 式 . 
dim Pi2%1,=%7. 
T 2 2 为 2 的 一 组 基 . 
5. 了 是 线性 空间 ，at ,anE『 ，, 令 
La am) = {Kat +t knon AGE 
dim La ,0 ) 二 秩 {Q1,…, 0,} 志 霓 ， 
2 an 中 一 个 极 大 线性 无 关 组 即 为 上 (441,…,a，) 的 一 组 
基 . . 
6. VIEV, dimV=dimV—>V,=Y. 
一 答疑 辅 号 
.研究 线性 空间 的 基底 、 维 数 、 坐 标 对 和 车 担 线性 空间 有 
什么 好 处 ? 
答 ”一 般 而 言 ， 一 个 线性 空间 中 有 无 穷 多 个 元 素 ， 如 何 
掌 担 和 表达 它们 呢 ? 亦 即 它们 之 间 的 关系 如 何 ? 再 者 ， 线 性 
空间 的 元 素 是 抽象 的 ， 如 何 使 之 与 数 发 生 关系 ， 以 便于 表达 
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和 对 它们 施行 运算 ? 为 此 ， 我 们 通过 线性 空间 向 量 之 间 的 线 
性 关系 引入 了 基底 、 维 数 、 坐 标 概念 . 这些 都 是 及、 丸 ? 中 坐 
标 系 概念 的 推广 ， 它 使 得 对 向 量 的 表达 和 运算 数量 化 了 . 是 
我 们 研究 向 量 性 质 的 有 力 工具 ， 

2。 线性 空间 的 一 组 基 是 否 可 以 说 是 它 的 一 个 极 大 无 关 
组 ? 

答 。” 可 以 . 这 里 我 们 再 一 次 看 到 了 极 大 无 关 组 对 于 研究 
向 量 组 所 起 的 重要 作用 . 掌握 了 一 个 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 
组 ， 就 等 于 掌握 了 整个 向 量 组 ; 间 样 地 ， 掌 握 了 线性 空间 的 
一 组 基 ， 就 等 于 掌握 了 整个 线性 空间 . 

3， 基 选取 的 多 样 性 有 什么 好 处 ? 

答 “ 一 个 线性 空间 有 无 穷 多 组 基 ， 基 选取 是 任意 的 ， 这 
样 我们 就 可 以 适当 地 选取 基 ， 使 得 我 们 所 研究 的 问题 得 以 简 
化 ， 比如， 在 下 章 ， 我 们 可 以 适当 选取 基 ， 使 得 线性 变换 的 
矩阵 最 简单 ， 

(三 ) 题 型 归 类 

1. 求 线性 空间 的 维 数 与 一 组 基 . 

例 1 (厦门 大 学 ， 湘 潭 大 学 研究 生 入 学 坛 题 ) 设 


10 0 
3 1 2 


求 WW 的 维 数 与 一 组 基 . 


» 


W={BEP’**|AB= BA} 


Wl VW» Wga 
解 设 | Ws wo | 由 48=84， 得 方程 组 


Wi Wa wy 
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,Wi = Wi Ws 
V2 = No Ws 
3 一 203 

2 = ,+ Wo 


' WT, = Wj we 


WC=2N80 
3H1 二 w+ 2%7 一 2 十 28 
Ba + s+ de = He + Yo 
“3% + H+ 2%9= 2N9 

化 简 后 为 

23 一 0 

2 一 0 

71 一 -401 一 十 09 

Ta 一 -8302 — W;+ No 
让 2 22 05,250o 作 目 由 未 知 量 . 令 


2 二 4% 二 人 二 作 , 二 vo 二 0 得 w= 二 ~- 3,%6 二 0， 肥 得 


0 0 
B=| 0 0 0 
-30 0 


依次 还 有 
0 0 0 0 00 
BF, -| 1 0 0 了 -|0 1 0 
-1 001/ 0 -1 0 
0 0 0 0 1 0 
B=|00 0 BI0 00 
] 1 0 -3 0), 


多 


可 证 BEW(i=]1,2,3,4,5), 有 Bi,.…,B; 线性 无 关 ， 
159 


任 取 BEW， 
B=lB+ +B (1) 
(了 ) 式 有 解 。 事实 上 


时 (了) 式 解 得 
t=b11, bl2 = ba1, ls = 022, ls = bga, l; = 012. 
(站 ) 式 有 解 ， 表明 BB 可 由 Bi,…,B; 线性 表 出 ， 故 Bi,…,B 
为 斤 的 一 组 基 . dim W =5. 
例 2 (吉林 工业 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 若 以 f(%) 表示 
扩 ={f(%)1f(Q)==0, 次 了 (2%)<<% 或 1(%)=0] 
是 实数 域 上 线性 空间 ， 并 求 出 它 的 一 组 基 ， 
证 ” 仿 上 节 例 2 可 证 开 是 线性 空间 . 令 
让 (CO) 一 扩 一 (天 一 ,2 也) 
显然 万 (2)E 序 ， 易 证 1(%),…,f(%) 线性 无 关 . 设 
f (2%) = 人 0 十 十 0 十 OoE 到 
员 计 三 一 0 十 … 十 QI 十 0 一 0， 
f (2) 去 Go) + + G1f 1 (8), z 
从 而 (8) ,……,f(%) 为 玉 的 一 组 基 . dim WW=%， 
2. 验证 基 
例 3 设 RIz], 是 一 切 次 数 小 于 % 的 扰 承 数 多 项 式 ， 轴 
上 零 多 项 式 所 形成 的 线性 空间 . 试 还 :了 了 ,(%- 了),(%- 了 2， 
-有 "是 RL%], 的 一 组 基 ， 
证 令 Bo=1, B=(%-D* (k=1,.,%~1). 
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已 经 知道 1,%,.… ,8"71 为 RBF], 的 一 组 基 ， Bo …B。; 可 由 
它 表 出 ， 即 
(Bo Bi Bi) = (1,%, 8" -1) 4 (1) 
其 中 
1 -1 1... (1)"-i 
0 TT-2. ci1(-D"? 
4=|0 0 1... cc? (1)": 
0 0 0.. 1 
由 于 14|=]， 所 以 B。,… ,Bs_1 线性 无 关 ， 从 而 为 RE2], 的 
一 组 基 . 
3. 求 过 渡 和 矩阵 . 
1) 直接 求法 
例 4” 设 P! 的 两 组 基 为 
m=(1,2, -4,0), Bi1= (1,2,3,4) 
%2=(J,1,0,0) * Bs=(-2,1,- 4,3) 
a=(1,-1,2,1]) B= (2,-4,-1,9) 
‘a= (0,1,1,-1) Bs= (4,8,- 2, -1) 
求 由 ci， … ,as 到 Bi, ,Bs 的 过 流年 阵 4. 


解 ”由 假设 知 
(B18;83B') = (QQs004) -4 (14) 
把 Bi1, ,Ba ,a 分 别 用 列 向 量 代 入 (DD 式 两 占 ， 妈 令 
1-2 8 4 11 1 1\ 
2 1-4 8 21-1 1 
?=|8_.4-.1.2| C= 0 2 


4 3 2.1. 00 1 -3 
代 人 (了) 式 后 有 B=C4， | 
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22 7117 -14 -9 
-82 -26 24 22 


A=CB=3| 1 5 -4 -5 
4 -1] -8 -3/， 
2) 间接 求法 
例 5 在 R[z]s 中 有 两 组 基 
201 一 了 Bi1=2 
Qo Cw] B=%-2 
0s= (2%— 4) 3 = (W—2)° 
求 6 ,8:,8s 到 wi,az,as 的 过 滤 和 矩阵 4， 
解 (al aa as) 一 (9 Be Bs) A ( 工 ) 


在 Riz]js 中 ， 已 知 一 组 基 了 ,2,22， 现 在 通过 它 作 媒介 ， 求 4 
由 二 
(al as 0a3) 一 (了 ,2 02) 号 (2) 
(B1 B2 B3)= (1,%,%)C (3) 


] -1] ] 2 -2 4 
有 -|0 1-21cC=|0 :4 
0 0 1/, 0 0 1 


将 (2) , (3) 式 代入 (了 D 式 得 
(1,%,%2) B= (1,%,%) (CA) 


其 中 


:i 1 1 
U 2 


4。 求 坐标 
例 6 〈 中 国 科 技 大 学 研究 生 和 学 试题 ) 若 wa ,as 为 了 
的 一 组 基 ， 证 明 w ，(a + az) (Qi 十 Gz 十 十 0n) 也 是 V 


102 


的 一 组 基 . 又 若 问 量 & 关于 前 一 组 基 的 坐标 是 (2 ,2 - 工 ……， 
2,1). 求 a 关 于 后 一 组 基 的 坐标 ， 


解 ” 令 Bi 二 Qa1 十 G2 十 … 十 GQ 
(6 和 … Br) = (G1%0s) A 


(Kk=1,2,...,%) 用 
(1) 


其 中 


0 0 If 
由 于 |4|= 二 J，4 为 过 渡 和 矩阵 ， 这 样 得 证 B81，,…,B: 为 V 的 一 
组 基 . 即 @,@i 十 2 (Qi 十 十 4) 为 V 的 一 组 基 . 
乃 外 ， 由 假设 知 
% 一 (0 …Ca) 及， (2) 
X={(%n,%— 1,...,2,1)’ 


将 (了 代入 (2) 得 
a= (Bi ,Bn) A X 


其 中 


其 中 


A-IXR= ,1,...,1) 
鼓 a 在 Qi, 十 sO 呈 十 2 十 十 0,) 下 从 标 : 为 (了 ， 于 ， 


… ,11)., 
$3 子 空间 及 其 运算 
(一 ) 内 容 提要 
1. 如 果 印 CV 非 空 ， 且 下 对 于 站 的 两 种 运算 也 构成 
线性 空间 ， 称 WW 为 的 一 个 线性 子 空间 (或 子 空间 ) ， 
2; 多 是 的 子 空间 专 六 (1) 邢 非 空 , (2)a, BE 到 则 a+ 


BEW, (8)vaE WyrEP NkaE W. 
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3. 者 
Wi, Na mworCTY ， (1) 

则 由 (了) 的 所 有 可 能 的 线性 组 合生 成 的 子 空间 称 为 由 (了 生成 
的 子 空间 (或 称 由 (了 D 所 张 成 的 子 空间 )， 记 为 LC, oz， … 
ar) , 

1!， 子 空间 的 分 类 ， 

(1) 平凡 子 空 间 .( 伶 子 空间 及 了 本身. ) 

(2) 非 平 凡 子 空间 . 带 用 到 的 非 平凡 于 空间 有 

1) 元 (aas ,0 ): 

2) 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ; 

3) 矩阵 4 的 属于 特征 值 和 的 特征 子 空 闻 Vi; 

4) 线性 变换 o 的 值 域 : 

HIV={oE|lEEV})， 其 维 数 深 于 ao 的 秩 ; 

D9)o 的 核 ， 
中 oo 1(0) = 二 {ot 二 01EEV}， 其 维 数 等 于 dimV -ca 的 秩 . 

5， 基 于 子 空 间 的 常用 结果 ， 

(1) La az 0r) = LB Bs Bs) > a1, G2, 
a, 与 81,B1,…,B, 等 价 . 

(2) Lai, as， , 0) 维 煞 王 秩 {ai,az，…，Qr， 

(3) 了 (al :0s) + LB, ,B)= La ,Gs, Bi,* ,BB,). 

(4) 的 子 空间 廊 的 一 组 基 qi,9s,… ,Qn 必 可 扩充 为 
V 和 oO ,ant1 On, 

、 关于 子 空间 的 两 种 运算 ? 

名 若 了 ,YY。: 是 了 的 两 个 子 空间 ， 

人 站 了 称 为 ,与 了 :的 交 空 间 . 记 作 VNV,. 

Vi+V,={a+ a |o EVi,a EV,) 称 为 Vi 与 VV 的 和 
空间 ， 记 作 『 了 :+TY 2. 
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(1) VV 与 V+V, 的 均 居 VV 的 子 空间 . 
子 空间 的 交 与 和 满足 交换 律 、 结 合 律 ， 
以 上 定义 与 结论 可 推广 到 多 个 子 空间 的 情况 . 
(3) 了 人 了 CTY CT + (i=1,2) 
(4) 维 数 公 式 如 下 : 
dimVi+dimVe=dim(Vi+ Ve)+dim(VN VY (1) 
称 为 第 一 维 数 公 式 ， 
常用 的 关于 维 数 的 公式 还 有 : 
dim TW+dim(T-1(0) NW) =dim W. ‘rh, 
dim TV +dim 7-1(0)=dim VV. (CH) 
其 中 人 为 线性 变换 ， 上 面 西式 分 别称 为 第 二 维 数 公式 和 网 三 
维 数 公式 . 
(二 ) 答题 畏 导 . 
] .线性 空间 的 一 部 分 是 否 一 定 构 成 子 空间 ? 满足 什么 
条 件 时 ， 才 能 构成 子 空间 ? 
答 ”线性 空间 的 一 部 分 一 般 不 构成 子 空 间 . 只 有 当 筷 是 
非 空子 集合 且 对 了 的 两 种 运算 是 封闭 时 才 构 成 子 空间 . 
2， 两 个 子 空间 的 并 是 否 一 定 构成 子 空 闻 ? 
答 “” 两 个 子 空间 的 并 , 一 般 不 构成 子 空间 ， 比 如 ， 操 中 
过 原点 的 两 条 不 同 的 直线 是 R? 的 两 个 子 空间 .它们 的 并 显 
然 不 是 子 空间 .事实 上 ， 这 两 条 直线 上 不 为 零 的 两 向 量 之 和 
不 再 属于 这 两 杀 直 线 ， 
情况 下 并 了 可能 上 为了 宰 间 ， 站 在 155 本 
例 5 中 已 讨论 
5, 台 公式 (1) 是否 可 以 站 广 到 多 个 子 空间 的 情况 ? 
(福建 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 
答 可 以 ， 设 了 .7 …, 了 ,为 线性 空间 了 的 子 空间 ， 
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、 8 / 8 1-1 
则 | 有 dim( 之 Y )= > dim(V)) 一 之 dim (V, 站 之 了 。 ) 
事实 上 ， 根 据 维 数 公式 (I) ， 有 
dim(V,。 NV)=dimV, + dimV, - dim(V,+ VV,) 
dim(VeN (Vi+ V2)) =dimVs + dim(V+ VY,) 
~ dim(V,:+V,+ V,) 


|= JimV ,+ dim (Sv. ) 


1V:) 
A 
5 


oa) 
把 上 列 (s- 1) 个 式 子 两 边 各 自 相 加 ， 便 得 ， 
ba dim( VN BV, )= Saim(Vo -dim( SV, ) 


(三 ) 题 型 妇 类 

]. 子 空间 的 判定 

例 1 设 也 为数 域 己 上? 维 线 性 空间 ，4 ,6 为 下 
的 一 组 基 . A4EP"*,， 令 


W={aEP"*!|Aa=0} (]) 
V1={ Dep a= (cies) EW 9) 


1) 证 明 V, 是 六 的 子 空间 

2) 求 V 的 维 数 . z 

还 1) Vi 非 空 是 显然 的 ，Y yi, yzE V1,，KkEP， 则 
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0 


"= Dep, C1, 7%, Co) EW 
Y2 二 Bb (d,, “yy dd,) '€ W 
7 十 Y2 一 > (0 +4) 8, 


因为 (Ci+ ti, 四 0 十 d) GE WW 所 以 yi+ ye EV. 其 次 
KY1 = > (KC,) B, 


因 ke (ci, ca) € W， 所 以 ky1.EV,。 即 证 让 为 了 的 于 空 
间 , 
”2) 设 秩 (4) =7， 则 dim 厂 =%-7. 取 了 厂 的 基础 解 系 
为 G1，…，0n-1。 令 
y1= (BB 7 一 (8 Be) os,. 
先 证 yY1,…,Y,-;: 线性 无 关 ， 事实 上 
O=~=Eiy1+ "+h ys, 
= (Bi, Ba) (Kot et hs) 
Ket th, 0,_r=0 
b= = ,r=0., 
再 任 取 y 和 Yi ， 那 么 7= (8 ba， 其 中 CE 看. 
则 a=Uat+ tl; : 
y= (Bi1, ,Ba) (bmi roar) 
= 二 [rys-r. 
这 样 得 证 7, yw 为 请 的 一 组 基 . 
，， dim f 一 7 -7 
例 2 设 AEP"'", 令 
F(A) ={f (A) |f (2) EPLY]) (1) 
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] ) 省 四 (0 是” 的 一 个 子 空间 ; 

2) dim F(A)==， 共 中 局 为 蕊 的 第 % 个 不 变 因 子 
Qd,( 入 ) 的 次 数 ; 

3) F(A4)CC(A) 其 i C(A) 是 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 
组 成 的 PP"** 的 子 空间 . 

证 3) AEkK(A)， 所 以 (4) 是 非 空子 焦 , 任 取 f(4)， 
g (A)EF (A), 其 中 (2) EPL2], 9 (2%) EPLX]. 那么 f (2%) 
+9(%) EPL[21,， 从 而 (4)+g(A)EF(A). 

任 取 KEP,， Kf(%) EPL2]， 所 以 kf (4)Ek(4). 即 证 
(4) 为 P"** 的 子 空间 . 。 

2) 设 d(X) 一 7) 十 DDN2I 二 十 b+pD， 由 了 .204 
第 六 章 83 知 ，d,(X) 为 么 的 最 小 多 项 式 ， 则 瓦 , 4 ,4 
为 了 (4) 的 一 组 基 . 先 证 它 线 性 无 关 ， 设 若 存在 不 全 为 零 的 
Ko， KI，…, 记 ,使 

KB +kAt+ .+h 1A"1=0. 
这 与 4 (A) 为 最 小 多 项 式 的 假设 矛盾 . 

再 任 取 (4)EF(4), 下 证 (4) 可 由 ,A,.….A"-! 
线性 表 出 ， 事 实 上 对 (8%) EP[w], 存在 9 (8%),? (x%) E 忆 [To]， 
有 

fw) = gw) dN) +r(2) 其 中 r+(%)= 二 0 或 07 二 80d，(]) 
若 ?(%) = 二 0， 则 了 (和) =0， 当 然 可 由 忆 ,4, ,4 线性 表 
出 . 若 7(2) 起 0， 则 967 二 m、 不 妨 设 

?2) = i108" 二 二 CINw+ Cn 
则 由 于 d,(4) =0， 因 此 由 (]) 式 得 
站 (4A) 一 人 (4) 一 CI 十 十 Cl 人 ++Co 忆 ， 
巡 上 得 证 dimF (4) = 68d, (2»)， 
3) vj(4)EF(A), 词 为 1 (4)A=Af(A)， 所 以 f (4) 
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ccC(4,， 即 证 下 (4)SC(4)， 

2， 求生 成 子 空间 的 一 组 基 

例 3 已 知 41= (32,90,1,38)， 0 = (0, 83,1,0), %= (1, 
2,0,2) a 二 (2,6,8,83) 求 L(a,az,as,01) 的 维 数 与 一 组 
基 ， 

解 由 于 dm 区 (ai， 02, 0s 04) 一 秩 {ai az 003,04}， 因此 
用 第 三 音 的 知识 ， 求 出 cl aa, aa, a 的 一 个 极 大 线性 元 关 组 
为 aas os 所 以 dim 了 (eas aa 一 3， xi, as oa 为 
L(g, aa os, 04) 上 时 一 组 基 ， 

:. 3 求 和 空间 的 一 组 基 。 

例 4 设 cu az ,as 是? 维 线性 空间 了 的 一 组 基 ，4 

是 %x8 和 矩阵 ， 
(B1°%*B)= (a0,)A 

证 明 , 1)》 阁 秩 (4) =7， 设 4 的 列 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 
为 4, ,人 ”1 4,, 。 则 Bu, ， "Bu, 是 局 的 一 个 极 
大 无 关 组 ， 

2) dim L(B1,…, B:) =7= 秩 (4)，, 

证 设 4=(41, 4s,…, 4,)， 其 中 4 为 列 向 量 ， 

1) 先 证 Bu ,1 Bi, 线性 无 关 ， 

0=kB, + + kB,. 
= ki(00,) A, 十 。。。 十 Ko 4 
= (Qi Ga) (4 + k,.A,) 

.~ KA, ++k.A, =0 : 
但 4,，,…, 4,, 线性 无 关 ， 所 以 后 = 入 = 大 =0， 即 B，， 
… ,线性 无 关 ， | 

骨 证 任 取 By 均 可 由 B64,,…, BB,, 线性 表 出 . 因 为 4,= 
4 + 十 lA,, 所 以 四 
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好 一 (0 0s) 4 一 (GCCn) (UA, + :t+ lA,.) 
= (Qs) A,, + ti (Qn) A,, 
一 ,十 十 如 6，， 
从 而 得 证 B64.,…, BB 为 B1,…, Bs 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
2) dimL(B1,…,B,)= 秩 {B81,…,B:}=7?= 秩 (4). 
例 5 了 一 己 [LV] a=%+w+], os=w%+1, Bi=%, 
8B:=2+20+20 求 二 (ai 092) 十 上 (Bi1, B2) 的 维 数 与 一 组 基 ， 
解 上 上 (Qi, %2) + LL(Bi, B2)=L(a, az Bi B2) 
而 了 了 2, ,2 为 V 的 一 组 基 . 且 


/102 
(al ao Bi1, Ba) = (], %, v2, 23) 二 
110.2 
O00OQ2. 
jj0 
令 4 = 1 = (4 4 .440) 
0000 


可 见 4;, 4 为 4 的 列 回 量 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 从 而 aa， 
Bi 为 元 (ay 02,B1,B2) 的 一 组 基 ， 且 维 数 为 2. 印 
L(a, oz) + LC(Bi, B2) = L(as, B1)., 

4. 求 交 空 间 的 维 数 与 一 组 基 

例 6 ”天津 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 ci:= (1, 32, 1,0)"， 
a2= (~-],],1,])', Bi= (2, ~ ,0,1)’, B8;= (I, -1,8,7)'. 
U=L 上 (a,02)，W= 上 (Bi1,Bs) 求 UNWSUtW 的 维 数 
与 一 组 基 . 

解 dim UNW=dimU+dim W-dim(U + W) 

二 2 十 2 -8 二 ] 
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任 取 yEUNW 
?一 JI0 十 ia 一 记 Bi 十 加 B， 
。。 rs 十 并 Ca 一 lBi 一 (Bs=0 


1 _ 2 ] 0 
大 ， +k2 | _L - _ 7， -| -| 
1 本 0 3 0 
0 J ] 7 0 


令 几 二 8， 解 得 1 二 -], f= -4, k=] 

" y= kot fds 

=Q1 -4da,= (0, - 2, - 3, - 4) 
UNW=L(y)， 其 中 y 为 UN W 的 基 ， 

易 证 U+W=L(a,az, BD). EW dim(U + W)=8, o, 
Q2,B1 为 U + WV 的 一 组 基 . 

5. 维 数 公 式 的 应 用 

例 7 (湘潭 大 学 ， 中 山大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 六 ， 
V, 是 % 维 线性 空间 下 的 两 个 子 空 间 ， 且 

dim(Vi+ V2) =dim(ViN VV) +1 (]) 
则 VCV, 或 站 二 六， 

HE 令 dim VN V,=m, dim 二 %1， 那 么 
m=dim(ViNV)<dimVi=ne<dim(Vi+V,)=m+1 (2) 
由 (2) 式 知 % 二 人 0 或 % 二 m 十 1， 

ww 二 时 ，dim 总 总 =djimV， 而 人 VV 所 
以 YinY: = ， 此 即 了 SET:. 

妆 ?一 入 二 时，dim 了 太一 dim( 广 十 了 ,又 VECV,+ 
Vs， 所 以 有 = iT， 此 即 广 ET 

例 8 设 了 ,7:,…,7, 是 ?2 维 线性 空间 了 的 3 个 真子 
空间 , 证明; 
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1) 存在 4EV， 使 得 aEV, (i=1,2,.…,8) .. 
2) (清华 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 存 在 六 的 一 组 基 B61,… 
8, 使 得 每 个 8 不 属于 一 切 V, (j=1,2.…s). 
证 1) 对 s 用 数学 归纳 法 . 当 8= 工 时 ,结论 显然 成 立 ， 
归纳 假设 结论 对 成 立 ， 即 存在 aE VV， 但 
oaEV, (j=1,92...k) 
才 4 EVw1， 则 结论 证 毕 ， 
荐 QaEVi,1， 可 找 BE 大、 考虑 以 下 向 量 组 
a+B, 2at+B, 1, (K+1i)a+pB 
其 中 必 有 一 个 向 量 ， 不 属于 一 切 V,(j=1,2,…%)， 否则 ,一 
定 有 两 个 间 量 属于 同一 个 Vy， 而 a€EV,, 这 与 aEV， 
盾 . 设 y=la+BEV,; (j=1,2,.,h). 
下 证 YEVi1， 二 则 EV B=la€E Vi, 即 证 
aE Vi， 记 盾 ， 从 而 YEV(j=1,2, ,+ 1) 
2) 由 上 题 知 存在 eiEET，(J 一 1,2,…,8)，ei 计 0， 令 
Yi 一 工 (s0)， 仍 由 上 题 存在 
6 各 (j=1,2,..,8+1) (1) 
可 证 s:，ass 线性 无 关 ， 否 则 存在 不 全 为 零 的 后 ,和 姑 使 
0 王 As 二 Hposs 其 中 心 二 0. 


22 一 一 全 CE 了 了， 


这 与 (1) 式 矛盾 . 
当 % 二 2 时， 结论 证 毕 . 否则 再 令 VV,,, 二 上 (s1,83) 仍 为 
真子 空间 ， 又 存在 
Es EV (}=1,2,...,8+2) (2) 
同 理 81, sx,ss 线性 无 关 . 这 样 继 续 下 去 ， 即 证 存在 7 的 一 组 
基 81,…, 6s 使 得 8 不 属于 每 一 个 了 (7 = 了 2, …，,6). 
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(一 ) 内 容 提要 

1， 设 站,V,…,V, 是 线性 空间 六 的 子 空间 , 琴 = 了 ,+ 
V+… +V,， 再 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 称 多 为 它们 的 直 和 ， 
记 为 W =V, i+V,+i “+ 十 了 了， (或 W =V, 和 了 一 i Vo,): 

1) 任意 aE 下 ，% 的 表示 法 唯一 : 

2) 0 表示 法 瞧 一 ; 

3 ) 人 之 了 0) (1=1,2,.,8); 


4) dimW = SdimV,. 
1+=]1 


2. 厂 o 是 % 维 线性 空间 的 线性 变换 ，c 在 某 组 基 下 
和 矩阵 为 4， 明 

[0) = AE- A)=N A) NA Na) ee (AA). 
其 中 六 ,和 2,…. 和 互 不 相间 ，SY ==nw， 出 

V=V.& V, .i V,, 
其 中 =ker(o -和 TD (i 一 J ,2,…8) 称 为 根子 空间 . 
(二 ) 答疑 回 导 

1. 和 与 直 和 有 什么 关系 ? 

从 ”下 和 一 定 是 和 ， 和 不 一 定 是 直 和 ， 比如 在 R3 中 ， 
六 二 {0}， 则 和 V1 十 六 不 巧 直 和 和 . 

32， 什么 叫做 补 空间 ， 

答 ” 设 了 是 线性 空间 了 的 子 空间 ， 若 存在 子 空间 了 
使 得 了 = 六 人 7， 则 称 有 为 下 的 一 个 补 空间 . 

3， 补 空间 是 否 存 在 ? 是 否 唯 一 ? 

答 人 是 % 维 线性 空间 站 的 子 空 间 ， 则 它 的 补 空 间 一 
定 存 在. 
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事实 上 , 若 访 =={10}, 则 VV=V， 若 六 {0), 设 dim 玉 i 
一刻 ， 取 六 的 一 组 基 ai ,aw， 再 扩大 为 了 的 一 组 基 an， 
Qn dnl 0 人 令 耻 = 大 (aan) 则 站 二 六 和 

其 次 ， 同 一 子 空间 ， 可 能 存在 无 穷 多 个 不 同 的 补 ， 比 如 
在 R? 中 ,，V=L(e) 其 中 = (0) 那么 令 wk= (%, 了 ,VV 
= 了 (ab (Ek 二 1,2,…) 都 是 了 的 补 . z 


4 . 了 人 (了 二 (9 一 ,2. "8 (1) 
与 下 面条 件 (2) 是 否 等 价 
VNV,={0}, tJ), 1,j=1,2,.,8 (2) 


答 这 两 个 条 件 不 等 价 ， (1) 式 包含 s 个 等 式 ， 即 : 


三 (Vs 十 :十 + VV.)=1{0} 
Vf CV + Vt + V,)= {0} 


路 


下 和 和 避 毕 昌 蝇 得 者 曙 日 由 | 


VNMNV+t Vt t+ V,.)=1{0) 


可 以 证 明 (1) 一 (2) 因 为 车 (1) 式 成 立 ， 则 1 诗 7 这 时 有 {0) 
CVNV CV, 站 人 之 了 7) = {0}. 上] V NV ,= 1{0}. 

反 过 来 并 不 成 立 ， 即 由 (2) 并 不 能 推出 (1)， 比 如 ， 在 
R? 中 , Vi={(7x,0)|2E€E R}, Vs={(0,9)|1yER}, Vs={(%, 
7%) |wER}， 显 然 ，V ,NV ,=={0}, (2 六])， WV NN (V+ V,) 
一 Vl 二 {0}. z 
5， 琴 一 亚 二 7 提纲 了 s 还 有 没有 其 他 的 守 价 条 件 ? 
答 还 有 . 比如 还 有 
5) VN(S V, )={0), (1=1].,2,..8) (3) 

= 1] 

6) 设 V, 的 基 为 CE (i= 1,2...8) RR 
这 些 基 的 并 是 本 的 一 组 基 ， 


174 


’ 


我 们 先 证 (1) 一 > (3) 
(OEVN EBV,EVNBV,={0) 
f= ji 
从 而 (3) 式 成 立 . : 
再 证 (3) 一 (1)， 
设 U=-= Xi 十 ws 十 “ee 十 -1 十 Cas， 其 中 om;E V,, 只 要 证 
ai=0.1 一 2,…,5 即 可 ， 


s 一 1] 
-at ta EVN (SV, )={0) 
1 二 】] 


则 
0 一 U，ali 二 as 十 十 QQ 一 0 


-si 一 CI+a 十 十 GoET. 门 (EV, )={0) 
产 :1 


可 证 as 一 0，oi 二 as 十 十 as 一 0. 以 此 类 推 , 即 证 wx,=0. 
(一 1.2,…,S)， 从 而 堆 向 量 的 分 解 式 是 唯一 的 。 即 (1) 成 
立 ， 从 而 (1) 与 (83) 等 价 ， 

至 于 6) ， 实 质 上 是 


dimW = SldimV, 
i 1 


具体 实施 而 已 ， 读者 自己 可 以 证 明 等 价 . 
(三 ) 题 型 归 类 
1， 证 明子 空间 的 和 为 直 和 
例 1 (华中 理工 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 令 及 ,(F) 是 
数 域 站 上 爹 体 % 阶 方 阵 所 组 成 的 向 量 空间 ， 令 
S={AE M.(F)1A’=4}, T={AE€ M,(F)| 4’'= - 4}. 
试 证 :; M,(f)=SOGT. 
证 ” 任 取 4€E MHM.(f)， 因 
A= 3 (A+4) + 3(4- 4)=A+ 4,, 
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其 中 心 = 3 (44+4)E3S， 出 = 上 (G- 人) ET 因此 


MF)=S+T, z 
又 敬 BE SNNT， 则 B=B',，B= ~B'， 则 必 有 B=0. 从 
而 M,(F)= SOT, 
2. VV=oV:Wo1(0) 的 充 要 条 件 ， 
例 2 设 o 是 % 维 线性 空间 六 的 线性 变换 ， 证 明 下 述 
条 件 等 价 : 
1) V=oV:0o-1(0). 
2) oV fo (0) = {0}., 
3) 车 oaz,ar 是 ay 的 一 组 基 ， 则 oeQi,o 02,…:， 
OQ; 为 gr28 的 一 组 基 . 
4) 秩 (o?)== 秩 (0o) 
证 1) 寺 >2) .显然 . 
2) = 这 >3).， 
设 cas …,Q; 为 ay 的 一 组 基 ， 下 证 real,aaz,…… 
Go 线性 无 关 . 必 
KiGal 十 gsoae +t + Kg 0,= 0. 
则 四 
og (Ko + Kan 二 二 0) 一 日. 
fet+ jsas 十 十 jarEa (0) foV=10) 
Kot Kes tot ho =0 
又 Qa1,03; or 线性 无 关 ， 故 一 二 … 二 上 ,二 0. 
再 V86EczY， 则 B=csa，acEy， 由 ceEaor ， 故 
oa=lat lasti + iA,a, 
oa= ho (80) + io (2) + Flo (Qe.). 


8) 下， 局 可 由 C (人 1， CO Wo, *"" ' CT Cr 组 性 表 出 也 从 而 OA, "Tt; 和 
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00 是 5 的 一 组 基 . 
3) —> 4): 
放 秩 (c) 二 m， 取 ocoV 的 一 组 基 为 aas wa 由 3) 知 
Oo ,dos … Ian 为 ”的 一 一 组 基 ， 而 牧 (o) 一 m 
4) 一 -> 2) ， 
说 dmoV=m， 取 oT 的 一 组 基 ol ay ，… wa， 则 
oV=L(a, as, ,oa ) 
oiV=oL(a, Qa, aa) 一 也 (al aa aa 
而 4) A diro:V =dimoV. 
所 以 cralaos,…,Oam 为 oz 的 一 组 基 
下 证 , cyno 0) = 00}. vacszne io NM 
Q= ket+ Ka 十 十 天 CQ 
0=o (ga) =koat Eo mot t+ KoA, 
但 ca.o0:,…,oo, 线性 无 关 .… = 如 二 … 二 ,= 二 0 有 即 
a=0 z : 
oV No-(0)= {0}. 
例 3 (四川 师 大 研究 生 入 学 试题 o 是 % 维 线性 空间 
“的 线性 变换 ， 加 0:= 二 go， 则 :站 = 二 oV 和 go -1(0) 
证 … 秩 o:= 秩 oo， 由 例 2 即 得 : V=oV@o-1(0). 
3， 直 和 分 解 . 
例 4 (山东 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 fag 是 数 域 忆 
上 二 次 多 项 式 ， 在 了 内 有 互 异 的 根 M1, Xa, 是 数 域 P 上 
线性 空间 下 的 一 个 线性 变换 ，o 关 和 1，o 关 和 A717，【(7 为 单位 
变换 ) ， 且 满足 1(o) 二 0。 证明， 和 与 是 o 的 特征 值 ， 而 
V 可 分 解 为 o 属于 入， 加 的 特征 子 空 间 的 直 和 ， 即 Y= 
V ,DV,,. 
证 不 失 一般 性 ,， 设  . 1 


f (2) = (8 ~ A1) (8 — 和 az) 


出 有 
f(0)= (0 ~ AD)(o -hl)=0 (1) 


由 于 o 夫 1， 从 而 存在 BEV, 使 6=(o -DB*0， 
人 (oo - ADE= (0 -MD (o- MDB=0. 

,~ CCE 一 入 IC 

即 证 和 是 o 的 一 个 特征 值 . 同 理 可 证 :入 亦 定 c 的 一 
个 特征 值 ， 

令 了 ,,，T ,分别 为 属于 入 1， 和 的 特征 子 空间 ， 现 证 了 
=V,, mV,,., 

YaETY ， 


1 
元 CI 和 2) a — iA oC~ Mh)o 


一 CI 十 Ca (2 ) 
其 中 四 = 站 二 (rc-)aDa， wm= 人 二 To- 和 N0)a 
有 (1) 式 ， 有 (oo- 入 Da,=0, (1=1,2) 
OW=AQ, a aEV, (t=1,2) 
再 由 (2) 式 得 知 ， 站 = 了 :十 了，， 
VY7EV,NV,， 有 YEV， ~ yEV, 
0= y+(-1)y. 
由 于 属于 不 同 的 特征 值 之 特征 向 晤 是 线性 无 关 的 ， 所 以 
?一 一 0， > NV,,= {0)， 
V =V,, OV,,. 


$5 同 构 


(一 ) 内 容 提 要 
1. V,V' 都 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ， 如 果 由 了 到 了 
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有 一 个 双 射 和， 具有 
(1) Ca+ 语 ) 一 Goal) 十 ICG) 
(2) go (Ka) = ko (a) 
其 中 va,B8EV， KkEP，. 则 o 称 为 同 构 映 射 ， 了 ，V' 称 为 同 
构 和 的 。 记 为 V 给 V. 
2. 同 构 映 射 的 基本 性 质 . 
(1) o (0})=0; o(-a)= -oao(a) 
(2) o (foi+ Rang to + EEG) = Ko (01) + kso (2) 十 
“+ ko (0,). : 
(3) ai oz ,EV 是 线性 相关 的 (或 线性 无 关 的 ) 
寺 >o(@),o(m),…',0 (4) EYV' 是 线性 相关 的 . (或 线性 
无 关 的 .。) 
(4) 同 构 映射 的 逆 上 映射 古 间 构 映射， 两 个 同 构 上 映射 的 乘 
!\ 本 十 同 构 上 映射 ， 
3. 数 域 上 上 两 个 有 限 维 线性 空间 上， 同 构 < 过 
dmyY 一 dmTY ， 
(二 ) 答疑 辅导 
1. oo 是 VV 到 V' 的 辣 构 上 映射， 则 有 
oat+B)=o(0) +o(B). 
ov(ka)=ko(a) | : 
等 式 两 边 加 法 与 数 乘 是 否 是 同一 种 运算 ? 
答 ”一 般 是 不 相同 的 . 上 中 有 加 法 运算 “+ ”， 数 乘 运 
算 “。”， 而 了 ' 中 加 法 运算 为 “@@”， 数 乘 运 算 为 “@”. 
因此 ， 上 式 应 写 为 
o(atB)=o(@ Eo(B) 
o (ka) = KG) (a) | : 
但 每 次 这 样 写法 过 于 繁琐， 因此 在 不 会 引起 混 清 的 情况 下 ， 
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A 
， 试 比较 映射 ， 线 性 变换 ， 间 构 映 射 三 个 概念 、 

答 ”有 映射 是 表达 两 个 集合 于 与 区 元 素 之 间 的 对 应 关 
系 . 线性 变换 是 线性 空间 到 自身 的 ( 即 并 = MM'=V) 并 
保持 线性 性 质 的 映射 . 

同 构 映射 是 为 比较 数 域 P 于 两 个 线性 空间 VY、V 的 代 
数 结构 是 否 相 同 而 引入 的 ， 它 足 在 两 个 线性 空间 了 与 站 元 
素 之 间 建 立 的 双 射 ， 保 持 线 性 性 质 . 

显然 ， 同 构 上 映射 与 线性 变换 都 是 特殊 映射 ， 它 们 都 要 求 
保持 线性 性 质 ， 所 不 同 的 是 线性 变换 是 线性 空间 上 映射 到 自身 
上 的 ， 并 不 要 求 双 射 ; 而 同 构 映射 是 建立 在 两 个 线性 空间 之 
有 同 的 映射 ， 它 楼 求 是 双 射 . 

(三 ) 题 型 归 类 

1. 建立 同 构 占 射 . 

例 1 设 了 =Z(aas ,Gn) 和 Vs= 上 上 (Bi, Bs, ,Bn) 
都 是 数 域 P 上 m 维 线性 空间 ， 试 给 出 Vi 到 六 的 一 个 同 构 

解 vaEV,, a=kal+kR02 二 ,十 Km 令 

ofa) 一 KB jp 十 … 十 ja。 
和 是 了 到 站 :的 肌 射 。 可 证 为 同 构 映 射 . 
-VieV,. 

2， 求 线性 空间 的 维 数 . 

例 2 设 人 是 数 域 P 上 ? 维 线性 空间 ， CT) 是 V 的 一 
切线 性 变换 的 全 体 ， 

1) 证 明 , 上 LTV) 也 是 了 上 线性 空间 . 

2) 求 dim L(V ). 

证 1) Vo,rEL(V)， 我们 知道 c+7,， ko€ 上 (VV) 
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还 可 验证 几 条 算 律 也 成 立 ， 因 此 L(V) 是 的 线性 空间 . 
2 ) 取 了 的 一 组 基 ai ,as ,… ,an， voEL (7)， 设 o 在 


这 组 基 下 和 矩阵 为 4。， 
IC(aa … an) 王 (0 ao)4。 (1) 
作 一 个 上 L(V) 到 P"*" 的 上 映射 了 如下: 


f(o)=4, 
其 中 4。 为 线性 变换 o 在 基 01,as,… ,cs 下 的 矩阵 . 
显然 了 是 五 (了 ) 到 Prx* 为 双 射 . 
Yac，7TE 了 (7)， 设 me，z 在 基 下 惩 阵 分 别 为 4。，4.. 
(rr+Tz)(aiyoa On) = (aas an)(do+4) 
fc+z=4 + 4,=f 了 (0)+f() 
再 ，Y KEP，oEL(V), 同 理 可 证 : 
f (Ko)=kf (0). 
故 卫 为 L(V) 到 P"”™" 的 同 构 映射 这 样 
dim L(V)=dim P"™"—%’, 


$6 红 合 题 
例 1 设 V 为数 域 P 上 的 线性 空间 ， 令 


W={(01,02,.%% ,0n) 1a EV) 
规定 (1.02 0m) 一 (Bi1,B2,* ,Bn), 当月 仅 当 a, 


(al es 0m) + (Bisn ,Bn) = at Bi ont Bn) 
kai, 0 ) = kas, Fat) / 

证 明 ; 1) W 对 所 规定 的 运算 作成 了 上 的 线性 空间 ; 

2) 当 六 为 % 维 线 性 空间 时 ，V 是 几 维 的 ? 

3) 当 了 为 无 限 维 时 ， 玉 也 是 无 限 维 的 . 

证 1) W 对 所 给 运算 显然 是 封闭 的 ， 


另外 ，(0,0,…,9 是 径 的 去 问 量 ， 其 中 0 是 了 中 的 零 
向 量 ; (-a, -oa -an) 是 (aa cn) 的 负 向 量 . 
最 后 ， 根 据 V 中 向 量 所 满足 的 运算 律 可 推出 扩 中 向 量 
也 满足 同样 的 算 律 ， 故 玉 作成 了 上 的 线性 空间 ， 
2) 当 为 % 维 线性 空间 时 ， 玉 为 P 上 的 mn 维 线性 
究 间 。 事实 上 ， 设 61，82，…，Es 为 了 的 一 组 基 ， 则 证 的 
mn 个 向 量 
(s， 4， ,0),， (0, e,, 0, … ,0), “os (0,0, “8,), 
2?—] 2,.…,%. (| 
线性 无 关 . Vai,02,… ,an)EW, 且 
Qo,=kiert eosest ethersen, 7=1,2,..,m 
(Q1, 0o， 0 ) =( Skse,, Phise,, “ ， Phane, ) 
-一 Ples, 0, ,0) toet Sa (0, ,0, ei) 
即 本 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 组 (1) 中 的 mm 个 向 量 线性 表 
示 ， 故 为 WW 的 一 组 基 . 从 而 dimWW = 
3) 当 为 无 限 推 时 ， 设 wa, … 为 了 的 无 限 个 线性 
无 关 的 向 量 ， 则 
《ai ， 0, 。， ， 0) ， ( 02, 0 ee 0)... 
也 是 三 中 的 无 限 个 线性 无 关 的 向 量 ， 故 这 也 是 无 限 维 线 
性 空间 . | 
例 2 (南开 大 学 研究 生 入 学 试题 )” 设 数 域 P 上 线性 
方程 组 4 和 = 0 和 BX=0. 其 中 
入 一 (24 ，…， Th) 9 A= (di;)mxns b= (bs) xa 
如 果 它 们 的 一 一 般 解 中 含 参数 的 个 数 和 大 于 %， 证 明 ， 这 两 个 
方程 组 有 非 零 的 公共 解 . 
解 设 WW={XIAX=0)， jm = 
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H={XIBX=0}, dimH=8. 
dim(W+H)<n / 
出 题 设 s+mn>>n， 由 维 数 公式 
dm WNH)=dimW+dimH-dim(W+H) 
m+s8-n>0 

WN 五 *{0}. 故 有 非 零 公共 解 。 

例 3 (电视 大 学 ) ” 设 三 维 向 量 空间 的 两 组 基 为 51,62， 
和 mmams 且 

N=E1- €s 
72 一 261+352+ £3 
ns— 1+ dts - Es 
求 向 量 &=27m1 ~ m+ 3ms 在 基 E182,53 下 的 坐标 
解 a=2(E1- £2) — (21 + Bes + E38) +3(51+ 852 ~ £3) 
= 3836+4,- 45 
故 a 在 基 &1,52,6s 下 坐标 为 (3,4, -44)， 

例 4 (广西 师 大 研究 生 入 学 试题 ) ”线性 空间 ?了 的 线 
性 变换 PP 是 了 到 某 子 空间 上 射影 变换 的 充 要 条 件 是 个 为 大 
等 变换 ， / 

证 必要 性 ” 设 P 是 沿 子 空间 V; 到 子 空间 六 的 射 影 
变换 ， 即 V = 了 人 7 了， 且 YVaET ,ax=oaa 十 a2， 其 中 a.€ Vi， 
QEV,, Pa=ai, 则 

Pia=Pal=as=Pa * P=P 
充分 性 “ 设 己 := 书 , 由 p,177 例 8 知 双 =PY7@P-!(0)， 
YBEV， B=Bit+ Bs 其 中 B1LEPV，BsEP-1(0) 则 
B=Py, YEV, PBs=0 
PB=PB1+PB:=PBi=P’y=Py=h 
秩 证 P 是 沿 P-:(0) 到 PV 的 射影 变换 ， 
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例 5 设 数 域 P 上 的 % 维 线性 空间 六 的 一 个 线性 变换 
0 ， 满 中 03-20?:-o+ 十 27=0， 其 中 7 为 各 等 变换 ， 

证 明 ， 人) o 的 特征 值 只 能 是 -1，1,，2; 

2) V =V_DVIOV, : 
寺中 V,={a€EV loa= Mo}. 

证 1) 设 o 在 V 的 某 一 组 基 下 仿 阵 为 A&， 由 假设 知 ， 

g(A)=N -2X2 -和 +2=-(X+1)(X- TAX-2) (1) 

为 4 的 老化 多 项 式 ，0%。 0 为。 的 最 人 全 病人 . 
从 而 gs(X) 的 根 只 能 喜 -了 2. 从 而 4 的 特征 值 只 能 外 < 
}, -1], 2, 

2) A 的 零 化 多 项 式 g (和 ) 无 重 根 ， 从 而 有 4 可 对 角 化 、 
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内 线性 空间 的 分 解 定理 ， 有 
V=WOW,DOW, 
其 中 W,=ker(o =- (- D1.)=ker(o + 1y)= VY. 
W,=ker(o > 站) 一 
W,=tker(o - 27) 一 了 。 
例 6 设 oa.…,0 和 B1,…,B, 是 P* 中 两 个 线性 无 关 
向 量 组 ， 令 有 一 天 (al 08), Vs= LB, ,8B,) (1) 
Mt NY + Bert A (2) 
和 A= (800 Br {8) 
W 为 齐 次 方程 组 (2) 的 解 空间 ， js 
dim W =dim ViNV, (4) ww 


证 dim(ViN VdimVi+dim Ve~ dim(V, + V,) (5> 
dim(Vi+ V2) =dim Loa, ,Gs Bi1, ,Bi). . 
= 秩 {Q1 ,4o，B1,…,B,}= 二 秩 ( 有 4) (6) 
dimW=8 二 +t 一 秩 (A4) (7} 

将 (6)，(7) 代 入 (5)， 即 证 (4) 式 ， 
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第 六 章 “特征 值 与 特征 向 量 


$1 人 和 -和 矩阵 的 标准 形 
(一 ) 内 容 提要 

]，A(A)== (ay( 和 A)) nxnm 称 为 和- 算 阵 ， 其 中 wy(X) 为 数 
域 忆 上 的 多 项 式 . 

车 有 4(%) 有 一 个 ?+(r+ 宇 1) 阶 子 式 不 为 0， 所 有 ?+1 阶 子 
式 都 为 0， 则 称 和 4(X) 的 秩 为 "+， 零 矩阵 的 秩 规 定 为 0。 

2,A(N) 为 % 阶 和 -矩阵 ,车 存 在 % 阶 和 -矩阵 B(X)， 
使 得 4(X)B(X) = 已 (人 )4() = 五 ， 则 称 4(%) 是 可 逆 的 。 并 
且 称 B(%) 为 4(%) 的 逆 和 矩阵 ， 记 为 B(X)=A4(%)-1. 

有 ACh) 可逆 亏 这 14( 和 )|=c (常数 c*#0) 。 

3., 下 面 三 种 %x%n 和 矩阵 ， 称 为 初等 -年 阵 

(1) 数字 矩阵 了 (i, 7)。 它 是 交换 恕 的 第 i 行 与 第 j 行 


得 出 ， 
“(2) 数字 矩阵 (i(e)) ， 它 是 用 非 零 常数 c 乘 妃 的 第 
行 得 出 ， 
“(3) 入 和 扯 阵 
: 1 “(A) : (1) 
Pl, (P(N))) ，; 
1 (7) 
| 
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它 是 用 g(%) 乘 名 的 第 j 行 ,再 加 到 第 2 行 得 出 . 
对 和 -矩阵 作 行 ( 列 ) 变换 相当 于 左 ( 右 ) 乘 初等 人 年 阵 . 
4. 若 和 4( 和 ) 经 过 若干 次 初等 变换 得 到 B( 和 A)， 则 称 全 (和 %) 
与 B(%) 等 价 ， 记 为 4(%) 二 B(%)。 或 者 说 存在 可 放 和 矩阵 
P(N%) 和 Q(X)， 使 得 
P(NM)AC(M)Q(N) = BC(N). 
等 价 关系 具有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 性 


5. 非 鹤 的 s x % -人 盾 阵 4(z) 都 唯一 等 价 它 的 标准 形 ， 
dn) | 
| 


(1) 


/ : 0 x, \ 

其 中 7+= 秩 (4(%))，d,(%) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 且 
d(AId(h) (Lt=1,2, ,7 一 了 ) 

6. 4(XN) 的 上 述 标 准 形 (1 中 ，di(X) wd) 称 为 
A(%) 的 不 变 因子 ， 

7.。 设 sx2 和 -和 矩阵 4(X) 的 秩 为 (>1), 它 的 一 切 
s(s<7) 阶 子 式 的 项 系数 为 1 最 大 公 因 式 记 为 D,(%)， 则 称 
D,( 和 ) 为 4( 和 ) 的 8 列 与 行列 式 因子 ， 初 等 因子 与 行列 式 因子 
之 间 有 下 述 关 系 式 : 

DW)=AdMd(NM) dM) (ss1,2,.%,7) (2) 
或 者 
dN) = (s=1,2,.7) (8) 


Ds-1(M) 
规定 Do( 和 ) = 二 1. 
9.，4()) ,BC 和 ) 均 为 s x% 入 -和 矩阵 ， 则 下 面 4 句 话 等 价 


(1) 4 一品 (六 7) 

(2) 4(X),B() 有 相同 的 标准 形 ; 

(3) 4( 入 ),B(%) 有 相同 的 不 变 因 于 ; 

(4) 4(X), 吾 (有 相同 的 行列 式 因 于 ， 

10，4(X) 为 多 阶 可 道 X - 矩阵 ， 则 4(X) 一 五 , 4(X) 的 不 
恋 因 子 和 行列 式 因 子 都 是 1,… ,1(% 个 ) 

(二 ) 答疑 辅导 

1， 在 数字 矩阵 中 ， 两 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 是 秩 相等 ， 
在 入- 矩阵 中 呢 ? 

答 4(X),B(X) 都 是 sx% 和 X- 上 矩阵 ,车 4() 一 BC) 
定 有 秩 (4(j))= 秩 (B(X)). 反 之 不 一 定 成 芯 ， 比如 


sw ac(0 


它们 秩 都 等 于 2, 但 4(%\) 有 不 变 因 子 和 ,入 .而 B(%) 有 不 变 因 于 
1,%. 不 变 因 子 不 相同 ， 因 此 它们 不 等 价 ， 
2，A(%) 的 标准 形 是 不 是 对 角 阵 ? 
答 ” 若 和 (和 ) 是 方 阵 ， 它 的 标准 形 是 对 角 阵 . 一 般 而 言 ， 
A(N) 的 标准 形 ， 不 是 对 角形 . 比如 
1 000 0. 
co »00 0 
00)0 0 


已 经 是 标准 形 了 ， 但 不 能 说 它 是 对 角 阵 . 

”8.4(X) 是 % 阶 可 逆 太 - 矩阵 ， 怎 样 求 4(X) 了 呢 ? 
答 ”与 数字 矩阵 一 样 ， 常 用 的 两 种 方法 .下 面 通过 一 个 

例子 来 介绍 . 设 


1] 入 
A(N) = \ + 2 


(1) 用 伴随 矩阵 法 


4(0UD-I 了 工 40ws =1(* tA+2 
| 2\- (入 十 了 }/: 
(2) 用 初等 行 变 换 法 
1 人 1 ) ( 入 ] 0 
全 A 十 入 十 2 0 1 一 > 0 2 (和 A+]1) 1) 
(入 十 工 )A 入 
人 
0 “ ~ (入 十 1) 了 
了 0 和 + 和 + 了 
2 2 
入 十 2 1 
\0 | - 
A(N\) -= (人 -入 ) 
(入 十 ]) J 


4. 任何 和 -~ 和 矩阵 为 什么 一 定 可 表 成 多 项 式 的 形状 ? 
答 ”我 们 先 举 一 个 例子 ， 然 后 再 作 一 般 性 讨论 . 
比如 3x 2 和 -和气 阵 


)X3 十 人 2 十 1 3X2 -全 
a : | 
N+2 212 上 +3 
则 ”有 AON) = 二 A 和 十 人 4 和 十 有 1 和 二 A,， 
其 中 
了 | 1 0 | J 9 
A=0 1| 4.= 0 0| 4.=|[1 1 4=| -1 0 
00 3/ 0) \ 2 38 
我 们 看 出 4, 均 为 3x 2 矩阵 (与 4(%) 一 致 )，4s 是 4(%) 中 各 个 
元 素 的 最 高 次 项 的 系数 构成 ，4:,41, 4 依次 下 降 . 
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一 般 4( 和 %) = (ai (和 )) xs 为 和 人- 矩阵 ， 如 果 所 有 as;(X) 中 


关于 的 最 高 次 数 为 则 
A(N) = AN' + A LN + + 


共 中 4, 由 4(%) 的 各 个 元 素 中 外 的 系数 组 成 ， 
(三 ) 题 型 分 类 
]， 求 可 逆 阵 
例 1 ”下列 - 抢 阵 中 ， 哪 些 是 满 秩 的 ， 哪 齿 是 可 逆 的 ， 


若 可 逆 ， 试 求 其 道 


入 2 入 十 ] 
1)y AW={ 1 A+l1 72 十 ] 
人 


-_ 入 入 2 


1] 0 ON 
2) BX)=1410 入 -了 | 


] Xx); 


] A 0 z 
3) CN)= 2 入 1 
X2 二 1 2 XA+]1j, 


解 ]) 14(N)1=0,4(X) 不 是 满 秩 的 ， 不 可 逆 . 
2) | BN)|= 和 -2X2,B(X) 的 秩 为 3, 满 秩 , 但 B(X) 


不 可 逆 . 
3) 1C(O)1= -2,C (和 ) 满 穆 ， 且 可 逆 ， 其 逆 和 矩阵 


CW-1= -C0C* (NW 


M+A-2 -22- 和 和 AN 
= -二 — A2—] 人? 十] + 了 
4- 和 -As M+ 和 A-2 -A 
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2， 求 祭 准 形 


例 2 (湖北 省 师范 专业 大 学 生 数学 竞赛 题 ) 求 /- 算 阵 
]-X A 和 
| A A 
J]+A A  - 
的 标准 形 . 
解 


] % 入 ] 和 和 
4 一 > 10 和 -| 一 to 和 - 
1! 0 0- 


人 2 -和 21 


人 ,so 
B 0 -A:-— 0 0 和 X2 十 入 


最 后 一 个 矩阵 B(%) 为 4(%) 的 标准 形 ， 
3. 求 不 变 因子 与 行列 式 因 地 
(1) 初 守 变换 法 ， : 
比如 上 面 例 2， 可 得 不 变 因子 与 行列 式 因子 如 下 。 
d1(%) =1,ds(N) =N, ds (A) = NA+ 和. 
DN) =d1(N) =1, 
D, (NM) = dN) ds (WN =N, 


DMN) = NM) ds (A dN) = + A. 
(2) 化 对 角形 


例 3 求 


A+1] 0 0 0 | 
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攻 > 


/+ 


/ 


| 
~ | 
0 


i 


其 不 变 因子 为 1,1,1,9 (0 = (+ 了 (十 (A ~ 1) (NX- 2). 
(3) 藉 助 于 行列 式 因子 
” 例 4 求 


和 一 之 了 0 0 

: : 

0 A 十 J 2 0 | | 
“| 0 0 ， 的 标准 形 ， 

0 3 4 A 十 ] : 


解 ”由 于 存在 三 阶 行列 元 


] 0 0 
和 XT+ 2 0|=2, 
0 入 工 | 


吃 : (入 ) 一 ] ,1 (A) = Qs(N) =Qs(N) = ]， 
d,(W=I1AW|=N-N-N - 5X2 十 8X ~ 4. 
所 以 4()) 的 标准 形 为 


32 特征 值 与 特征 向 量 


(一 ) 内 容 提要 
]. 设 P 是 数 域 ，4EP"**,AE - 4 称 为 4 的 特征 和 矩阵 ， 
”12 ~ 4| 称 为 特征 多 项 式 . 

大 在 在 MEP ,使 | 如 ~ 4| =0, 则 称 和 为 4 的 一 个 特征 
值 . 

否 是 4 的 一 个 特征 值 ， 齐 次 线性 方程 组 (hEB -4) 久 = 
0 的 非 零 解 六 , 称 为 4 属于 特征 值 如 的 一 个 特征 向 量 ， 

2. 线性 变换 的 特征 值 。 设 V 是 数 域 P 上 % 维 线性 空 间 ， 
L(V) 是 V 的 线性 变换 全 体 ( 以 下 类 似 )》。 oc EL(V)。 如果 
存在 EP ， 非 零 LEV ,使 得 oC5= 和 Lt， 则 称 和 为 0 的 特征 
值 ， 是 0 属于 加 的 一 个 特征 向 量 ， 

3. V 是 数 域 P 上 % 维 线性 空间 ，a1,…a: 是 VY 的 一 组 基 ， 
cEL(V), 且 

Oo (QO) = (0 0) A. 
如 Gg 与 4 具有 相同 的 特征 值 . 

ho 是 委 的 特征 值 ， 和 对 ,EP"* 是 4 属于 和 的 一 个 特征 疝 量 ， 
则 (GreoGo) 及 6 是 属于 各 的 特征 癌 量 .有 反之 ， 阁 (cl an) 了 
是 oc 属于 特征 值 和 的 一 个 特征 向量 ， 则 了 ,EP"*4 是 4 属 于 特 
征 值 刀 的 一 个 特征 向 量 . 

4. oa EL(V) ,4…, 和 是 6 (或 4) 的 不 同 特征 值 ， 

Luss Cm (t=1,2,...,8) 
是 属于 特征 值 和 的 线性 无 关 的 特征 向 量 组 ， 则 它们 的 并 ， 
di 
仍 线性 无 关 ， 
.co EL 上 L(V) ,是 0 的 一 个 特征 值 ， 属 于 和 ‰ 的 所 有 特征 


192 


问 量 , 再 添上 零 问 量 ,所 组 成 的 集合 记 为 V。， 它 是 V 的 子 空 
间 ， 称 为 特征 子 空间 .Vi 是 o 的 不 变 子 空间 ,dimV'o 称 为 特 
征 值 如 的 几何 重 数 . 

类 似 可 定义 方 阵 4 的 特征 子 空间 V6 

= ) 答疑 辅导 
. 方 阵 (或 线性 变换 ) 是 否 一 定 有 特征 值 ? 

答 ”不 一 定 ， 筷 与 所 讨论 的 数 域 有 关 ， 比 如 刁 是 实数 

、 0 -] 
域 ，A= ( TB- 4 =?+1, 在 实数 域 上 无 根 , 族 4 
在 实数 域 妨 上 无 特征 值 . 线性 变换 类 似 ， 若 了 = 上 (a1,92) 起 
实数 域 上 二 维 线性 空间 ， 

og (G1,02) = (G1,02a) A 


由 于 o 与 4 具有 相同 特征 值 ， 而 4 无 特征 值 ， 那 么 也 没有 特 


在 值 . 


当然 ， 如 果 在 复数 域 K 上 讨论 特征 值 ，4 是 % 级 方 阵 ， 
一 定 有 ?个 特征 值 ， 线 性 变换 也 一 样 . 

在 一 般 数 域 上 ， 刀 阶 方 阵 的 等 征 值 可 能 蚌 0 个 ， 1 个 .… 
n 个 等 几 种 情况 . 

2， 特 征 子 空间 Vo 会 不 会 只 含有 限 个 问 量 ? 

答 ” 设 入 是 方 阵 4a 的 特征 值 ， 那 么 |] 和 如 -4|=0, 从 而 
(Xo 五 ~- 4) 对 =0 就 有 非 零 解 X。, 它 是 4 的 特征 向 量 , 即 XE 
V,,. 然 而 线性 空间 只 有 两 类 ， 或 是 {10}， 或 含 无 穷 多 个 元 . 
现在 逐 , 关 0， 且 入 ,EV ,从 而 Yo 含 无 穷 多 个 元 ， 

我 们 指出 : 1 0EV,。， 但 0 不 是 4 的 特征 向 量 ; 2) 专 
和 ,EVro， 则 4X 二 和 六 1.3) XX ,六 2.E Vso, 则 站], 三 2 可 能 线性 
相关 ， 也 可 能 线性 无 关 。 但 车 入 ,和 为 4 的 两 个 不 同 特征 值 ， 
且 闵 1, 六 分 别 是 为 ,和 相应 的 特征 向 量 ， 则 1, 叉 :一 定 线性 无 
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关 . 特别 Va 站 ,= {0}; 4) 对 线性 变换 有 类 似 的 性 质 ， 
3. 什么 叫 4 的 特征 值 的 代数 重 数 ? 它 与 几何 重 数 有 什 
人 -区 和 7? 
答 ” 设 4 是 级 方 阵 ， 若 
OC 
其 中 为 ;… ,和 互 不 相同 ，r 是 自然 数 ($ 二 1,2,…8). 则 称 x, 为 
特征 值 入 的 代数 重 数 dim 为 入 的 几何 重 数 . 则 


几何 重 数 丰 代数 重 数 . (1) 

下 面 来 证 (1) 式 . 取 %w 维 线性 空间 了 和 它 的 一 组 共 “xi， 
cs。 作 线 性 变换 

O (ai…oaas) 一 (al…aa) A (2) 


今 dinV,,= m, 取 耻 ，， 的 一 组 基 语 :， Bns 并 扩大 为 V 的 
一 组 基 Bi "Bo, Bnti) pp 由 |. 

oB; ~ N18 (1 一 ] ,2 7 ) 

cBnti= knth Bi + hte le 


0 8B,= kBit ~ .+ kona Ba 
la CO 在 基 Bi1, ", Bn 下 算 阵 等 于 


A kar “hea 

| A Karim | 

Cc 

从 而 | 

z IAB ~- Al=|IAEB -BI=(A-AM)"IAE -CI. (8) 

这 说 明 4 的 代数 重 数 不 小 于 加 。 类 似 可 讨 论 各 ,…, 和 A,。 从 
而 即 证 (1) 式 . : 

二， 特征 省 有 9 全 了 
答 刘 和， An 为 1 级 方 阵 4= (qj) 的 全 部 特征 值 ， 


i 
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“14 = 和 ee 
tr 4 一 人 十 和 十 … 十 人 as 一 0i 十 Co 十 十 Can， 
5. 4 的 特征 值 与 4 | 
答 ”我 们 可 以 证 明 : 设 ,As 是 % 级 方 泗 4 的 全 部 


特征 值 ， 若 (x) 是 4 的 零 化 多 项 式 则 


h(N,) =0., (t=],2,.…,%) (1) 

这 就 是 说 ,4 的 特征 值 ， 可 以 只 零 化 多 项 式 的 根 中 去 找 ， 
事实 上 ，, 设 

hy bw (2) 


h(A4) = bp A™"+bA1A" 1+ +bA4+bE=0. (3) 
没入 起 4 的 特征 值 ，a 为 相应 特征 向 量 ， 在 (3) 式 两 如 
同 乘 ag， 得 

0= (Bb, A"+ .+ hiA+ bE)a 
一 DC 十 十 ONIGT Vo 
= (DAT+ .+ biNi+ Do) 
六 (一 证 十 Di 二 Oo 一 4. 
类 似 可 证 hp,…, hr 为 h(%) 的 根 . 
这 样 ， 我 们 证 明了 :在 含 方 阵 4 的 某 代数 方程 中 ， 比如 
这 / 
b, A™+ .+ bi1A+boE=c A + .+ cA+cE, ( 生 ) 
入 是 4 的 特征 值 ， 那 么 ，(4) 式 中 4 全 部 换 成 入 等 式 仍 成 
立 ， 即 有 
DA 和 "十 … 十 DA 二 Oo 一 A 十 十 CiA 十 Co (b) 


Hl 


我 们 常常 可 用 此 办 法 求 出 4 的 不 同 的 特征 值 来 ， 
显然 ， 此 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 即 若 4 的 某 一 特征 值 满 无 
(5) 式 ， 将 和 全 部 换 成 4， 并 不 一 定 成 立 ， 下面 举 一 个 例 
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0 1 
子 , 设 4=( 0，)， 和 ==0 是 4 的 特征 值 ， 则 X=0, 若 将 


入 换 成 A， 显然 等 式 不 能 成 立 ， 

6. 已 知 4 的 特征 值 ， 怎 样 求 4 的 矩阵 多 项 式 的 特征 
值 呢 ? 

答 (日 本 京都 大 学 研究 生 试 题 ) 设 妈 级 方 阵 4 在 复 
数 域 上 全 部 特征 值 为 入,…, 入 :， 设 

D(X) = OW + + OT+ bo 
则 p (4) = 二 0.A"+…+bi4+bok 的 全 部 特征 值 为 
PA) P(N) , P(N) (1) 

事实 上 ， 由 若 当 标准 形 知 ， 存 在 可 逆 阵 已 ， 使 


A 束 
和 . 人 
0 Nan 


0 Xs 


共 中 5 为 正 整数 .那么 


人 和 jr 


(A) : 
op(4)= | je 及 (2) 
0 9 (hr) 


则 | 


由 于 相似 矩阵 有 相同 特征 值 ， 由 《2) 式 即 证 9(4) 的 全 部 


特征 值 为 (1) 式 . 

上 面 命题 也 称 为 弗 罗 遍 尼 斯 (Frobenius) 定理 ， 

7. 者 了 = P-L4P， 它 们 有 相同 的 特征 值 ， 和 们 的 
特征 向 量 之 间 有 无 联系 呢 ? 
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证 作 


谷 投入 是 4,，B 的 某 一 特征 值 ，4 属于 入 的 特征 子 

空间 记 为 V，B 属于 入 的 特征 子 空 间 记 为 VY,。 则 
V,.={P-iala€ Vi}. (2) 

事实 上 , 令 M={P-ialaEV},， 下 证 V=M. 

v BEV;:, 则 BB=MAB, (P-'AP)B=N\B ,， 

A(PB) =N\(PB), PBETV,. 

个 a=P8EV, 则 B86=P-ia€ HW， 此 旭 VV,CM. 

反之 ，YP-!ia€ 寻 ， 其 中 aEV， 则 

Aa = Ax , (P-iAP)(P-la) = AM(P-a) , B(P-ia) = 
和 A(P- la)。 故 PiaE€V,。. 此 即 于 CV。， 从 而 得 证 (1) 式 、 

由 (1) 式 可 知 dim 总 二 dim 了，,， 事实 上 , 设 dim 六 = 
m， 且 1,…,0m 为 三 的 一 组 基 。 则 ?7 中 向 量 组 

己 -10 we , 己 -la， (1) 

也 线性 无 关 ， 这 样 dim 了 :>dimn 了 :。 由 相似 的 对 称 性 ， 可 下 
dim Vdim VF，。， 故 dim Vi 二 dimV,. 

这 就 证 明了 : 车 4~B， 则 它们 相 辣 特征 值 的 特征 子 空 
间 维 数 相 等 ， 而 且 车 al, ,a 为 站 的 一 组 基 ， 则 (2) 式 
就 是 V; 的 一 组 基 ， 

(三 ) 题 型 归 类 

1. 求 一 已 知 方 阵 或 线性 变换 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 

例 1 分 别 在 有 理 数 域 和 实数 域 中 求 矩 阵 


56 -3 
A=| -10 |] 
了 2 -| 


的 特征 值 和 特征 问 量 . 
解 ” 先 求 4 的 特征 多 项 式 


iA\-56 -6 3 
[| A -1 
-1 -2 入 十】 
一 (入 -2)(X2 -2A- 2) 
”内 些 可知， 在 有 理 数 域 中 4 只 有 一 个 特征 值 和 =2。 属于 特 
征 什 2 的 特征 向 量 为 (2, -上 0) ， 基 中 站 为 不 等 于 震 的 有 
理 数 ; | 
在 实数 域 中 .1 的 特征 值 有 3 个 ; NN1=2, %\2=1-V 3， 
A 二 3 十 3 .可 以 求 出 分 别 属于 以 上 3 个 特征 值 的 特征 网 量 
为 : kK(2, - 工 0) 8383, -1,2+y 3),m(8,~-1,2-V 3)", 
其 中 局 、 ,1 均 为 不 等 于 等 的 实数 . 
2. 求 特 征 子 空间 z 
例 2 没 % 阶 4= (Qiy)， 其 中 a=az¥0 (t,f=1].2， 
%) ， 求 4 的 特征 值 与 其 相应 的 特征 子 空间 . 
解 [AE - A|=NM (Nh- Wa).. (4) 
4 的 特征 什 为 和 三 … 一 和 -一 0， 和 一 %4， 
设 相 应 的 特征 子 空 间 为 了 ,。 和 了。， 
由 特征 值 =?a， 求 出 线性 无 关 特 征 阿 量 为 
= ,1,.…, 7) 
Va=L (oi) 
由 特征 估 入 二 0， 求 出 线性 无 关 特征 向 景 为 
Qo=(1, -1, 0,... 0) 
ca 一 (人 ， 0, -1,..:. 0) 


\ (= 至 -41= 


a 0 ， QQ，，…， -J) 


V ,一 元 (ca2， On) 为 %-~ 1 维 . 
3， 与 4 相关 的 一 些 抢 阵 的 特征 值 
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1) 4 与 4-! 的 特征 值 
例 3 设 入 ,…, 和 是 4 的 全 部 特征 值 , 证 明寺 ，… 


元 -是 4-! 的 全 部 特征 值 ， 且 它们 具有 相同 的 特征 向 量 . 


证 议和 相应 特征 向 量 为 4。， 则 
a= Nia 、 (1) 
由 于 |41= 和 ho… 和 hrs， 而 4 可逆， 入 关 0。 从 而 用 -4-! 左 乘 
(]) 式 两 端 得 
和 A-la 
故 ;为 4-! 的 特征 值 ，a 为 4-! 相应 的 特征 向 量 。 类 似 可 


讨论 和 2 ，…，》X，， 
2) 方 阵 4 与 4' 的 特征 值 
例 4 (东北 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 证 明 4 与 4 柯 
似 ， 从 而 有 相同 的 特征 值 ， 但 特征 向 量 不 一 定 相 同 . 
证 设 -4 的 不 变 因子 为 (00),…, 4s(A)， 则 存在 
可 逆 阵 了 (CN) , Q(X) ， 使 得 
PON) OE -AQ = diag(di(s), ,da(N)) 
两 边 取 转 量 后 
QA AE - A')P'(NA) =diag(di(N), …, dn(N)) 
从 而 让 -4 与 BE- 4' 有 相同 不 变 因 子 , 因此 4 与 4 要 
似 ， 从 而 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 有 相同 特征 值 . 
但 特 征 向 车 不 一 定 相同 ， 比 如 4=(  )， 求 得 4 (或 
A') 的 特征 值 N= 和 =1，4 的 属于 1 的 线性 无 关 的 特征 向 
量 为 = (1,0)' 而 4' 属于 1 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 8= (0， 
1)'. 显然 两 者 特征 向 量 是 不 同 的 
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3) 4 与 4* 的 特征 值 

例 5 没 4 为 % 级 方 隆 ， 在 复数 域 中 求人 2 和 4* 的 
全 部 特征 值 ( 为 自然 数 ) 

解 ” 设 4 的 % 个 特征 值 为 入,…, 和 A+， 则 .4* 的 特征 和 值 
为 和 AI,… ,NA:、 / 

再 求 4* 的 特征 值 ( 华 中 理工 大 学 ， 新 乡 师 院 研究 生 人 入 
学 试题 ) . 

当 |4| 关 0 时 ， 由 于 .44*=]A4jE，A* 二 14|4-1， 故 A* 
的 全 部 特征 值 为 

{TANT 二 和 

再 大 | 4] 二 0 时 ， 秩 (4*)<<1. 

当 秩 (4*) 一 0，A* = 二 0 时 ，A4* 的 特征 值 全 为 0. 

当 秩 (4*) 二 1 时 ， 设 : 

AB — A*|=—= A FD A Lt boAr 2 brit bs 
其 中 5, 三 (- 了 以 4* 中 一 切 了 级 主子 式 之 和 ) 。 岂 于 
秩 (4A*)=1， 

bjy=0 (f 2),， Di1= -一 (41+ 4 十 … 十 才 ，) 
其 中 4 422,…, 4,; 为 14 的 代数 余子 式 ， 所 以 
IAB - 4#| 一 和 (4 十 4 十 十 和 r， 
一 和 上 [和 一 (4 十 …… 十 全 ss)] 

故 4A* 的 特征 值 为 0,…,0 和 .411 十 42 十 十 二。 

4. Sylvester 公式 

例 6 (Sylvester) 设 4 是 mn x% 和 矩阵 ， 吃 是 多 xx 如 和 丁 
阵 (m 宕 %)， 证 明 

[IME - AB|=M"-"|AE -BA (1) 
证 当 m==%w 时 ， 则 
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0 EE B00 E\ /AE & 
(s oa ,p)(s 0)=(» p) 
两 边 取 行列 式 ， 即 有 
IAEB -ABI=IAE-BA|. 
用 当 m=% 有 时， 有 (I 了 ) 式 成 江 ， 
当 m>% 仙 ， 令 


B z 
B=( ) 9 Al= (A4、 0) .xn。 


0 mm 
出 上 面 证 明知 有 
1 五 ~ AB|=|IAE -BA (2) 
但 是 
( B _ 
AiB,= (A., 0(0)- B, (3) 
B . BAO 
B,4， (0) 0) (0 中 (4) 
由 (3)，(4) 有 
[AB - AB|=|IAE -AB|, (8) 
IAE -BA|=A" IMAE - BA|. (6) 


将 (5)，(6) 两 式 代入 3) 式 ， 即 证 (I) 式 ， 
例 7 证 明 ; tir4B=trB4 
证 设 和 4 是 mx% 信 了 泗 ，B 是 %nx ;从 阵 ， 设 AB 的 全 
部 特征 值 为 各，…，X。，B4 的 全 部 特征 值 为 4 ,As， 由 
下 
tr 一 和 十 十 (1) 
trBA= Mi 十 … 十 化 ,. (2) 
但 是 , 由 Sylvester 公式 知 4B 与 B4 有 相同 的 非 等 特征 值 . 
它们 之 区 别 仅 在 零 特征 值 的 重 数 不 同 ， 再 由 (i )，(2) 两 式 知 
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trAB=trBA 

5， 特殊 阵 的 特征 值 

例 8 新疆 大 学 ， 辽 宁 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 求证 4 
为 帮 震 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 全 为 0. 

证 见 p.98 第 三 章 85 答疑 辅导 2. 

例 9 知 等 阵 的 特征 值 只 能 是 0 或 1 

证 设 和 4 是 短 等 阵 ， 则 有 委 := 有 44， 入 是 殷 的 任 一 特征 值 ， 
则 XA? 二 入 ， 所 以 入 =0 或 1. 

例 10 和 硕 么 阵 的 特征 值 只 能 是 单位 根 ， 

证 设 冬 是 需 么 阵 ， 则 存在 正 整数 m， 使 4" = 已 .% 是 
的 任 一 特征 值 ， 则 和 A”=1， 故 入 是 mr 次 单位 根 . 

例 11 (东北 工学 院 研 究 生 入 学 试题 ) 酉 矩阵 (或 正 交 
阵 ) 的 特征 根 的 模 等 于 1 (南开 大 学 研究 生 入 学 试题 ， 正 交 
阵 的 实 特征 值 只 能 是 或- 1) 

证 设 入 为 西 盾 阵 殷 的 任 一 特征 值 ，a 为 其 相应 的 特征 
向 量 ， 则 4c=Xa. 两 边 取 转 置 共 轿 有 

0@'4'=Xa'. 
两 式 相 莱 ， 并 注意 4'4= 召 ， 则 
a ag= (AA)a'a= IAl?a’'a 

消去 %a， 那 么 有 |%1:=]， 所 以 IA|=] 

例 12 设 % 级 循环 阵 


do | 和 tn! 


A Un-1 Uo *** Un_2 
0 (2 ** do 
个 (Z) 一 40 二 0 十 十 Ga_18 i!. 则 人 4 的 全 部 特征 值 为 
f(s1), f (es;), 9 f (es,). (1 
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其 中 8&1,… ,68s 为 全 部 名 次 单位 根 . 

证 p.102 见 第 三 合 $5 答疑 辅导 5. 

例 13 (四川 大 学 ， 华 东 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 实 肥 对 
称 阵 的 特征 值 只 能 是 0 或 纯 虚 数 . 

证 ” 设 入 为 实 反 对 称 际 和气 的 任 一 特征 值 , 其 相应 特征 向 
晤 为 ag， 则 Aa 二 Aa。， 册 4 为 实 反 对 称 阵 ， 那么 -= 各， 
故 / 

a'’Aa= -a’A’a= - (Aa)’a= -A(a)'a. 
cx 一 和 Ao a 
和 一 一 入 即 证 ,和 = bs. 


33 到 小 多 页 到 


(一 ) 答疑 辅导 ‘ 

.什么 出 方 阵 和 4 的 最 小 多 项 式 ? 

答 AEP'*"， 若 存在 44 的 首 项 系数 为 1 的 零 化 多 项 式 
g(2)EP[z]， 且 对 于 和 4 的 任意 零 化 多 项 式 p(x)EF[Lxj, 部 
有 8g(z) 答 90(z)、 则 称 g(x) 为 4 的 最 小 多 项 式 . 

2. 景 小 多 项 式 与 替 化 多 项 式 有 什么 关系 ? 

答 设 9(z) 是 和 的 最 小 多 项 式 ，2?(2) 是 盘 的 堆 化 多 项 
式 ， 则 0(z)12(z)， 事 实 上 ， 老 

PCZ) = 一 GZ)947) 十 902) (1) 
其 中 ?+(x)=0 或 697(x)< 二 8g(7). 由 寺 
0=p(A)=a(A)g (A)+7(4)=r(4). 
由 最 小 多 项 式 定 义 ， 必 须 7(z) 二 0， 所 以 g(*)19(7). 

3。 最 小 多 项 式 是 否 唯 一 ? 

答 唯一， 设 g1(*)，g2(7) 分 别 为 和 的 两 个 最 小 多 项 
式 ， 则 由 上 面 可 知 gi1(+) 与 92(7) 可 以 互相 整除 ， Fil gi(7) 
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= cgs(z). 但 最 小 多 项 式 首 项 系数 为 上 故 c=4 上 ,从 而 gi(z)》 
= g2(7). 

4， 最 小 多 项 式 是 否 存在 ? 

答 ”存在 .因为 设 % 阶 方 阵 妈 的 最 小 多 项 式 为 9() ,又 
AE ~ A 的 nn 个 不 变 因 子 为 2 (1)，…, ds,( 和 NA)， 则 g (%) 一 do(X)。 
(中 山大 学 研究 生 入 学 试题 ) 证 明 分 下 面 几 步 进行 . 

‘a 1, 
(1) 设 J/-| | 为 m 阶 若 当 块 ， 2(X) 是 > 的 


最 小 多 项 式 ， 令 1) = 中 互 - 由 =(- oa) 由 山菜 定理 知 
1 人 为 了 的 零 化 多 项 式 ， 从 而 p(X)TJ)， 设 VD) 三 (一 
0， 其 中 也 安 浆 ， 
当 t< 之 mm 时 ， 令 (A) 二 (入 -a):， 但 有 (J) 天 0。 玖 证 
P(A)= (A-a)., 
这 就 是 说 :车 当 块 的 最 小 多 项 式 为 一 次 式 之 害 , 其 笑 指 数 
为 若 当 块 矩 阵 之 阶 , 一 次 式 z- 6 以 者 当 块 主 对 角 线 元 为 根 ， 
(2) 设 B=diag(B1，B，,，，…，B,) 为 准 对 角 阵 .g1(%)， 
… ,gm( 入 ) 分 别 为 Bl,…，B， 的 最 小 多 项 式 ， p(X) 为 BB 的 最 
小 多 项 式 ， 则 
P(X) 王 [9I(A)，g2()，…，9n(A)]， (1) 
(1) 式 右 端 表示 是 它们 的 最 小 公 倍 式 肝 记号 ， 
显然 ， 我 们 只 要 对 n=2 进行 证 明 即 可 《〈 福 州 大 学 研究 
生 和 学 试题 ). 即 B=diag(8,，B;,)， 下 证 
p(A)= [gi(A), 9g92(A)J. (2) 
由 于 pC 入 ) 为 B 的 最 小 多 项 式 ， 当 然 是 了 的 零 化 多 项 式 ， 所 


i 


(Bb.) 
0=9(B)=(" 


0B,)) 
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9g(bB1)=0, gpg(B,)=0 
证 得 p( 和 ) 分 别 为 Bi 与 B, 的 零 化 多 项 式 
. gi(AM Tgp(A), ge(A) | gC(N). 
p(X) 就 是 9g1(A) 与 gs(X) 的 公 倍 式 ， 
其 次 , 设 有 (A) 为 g1( 和 和) 与 gs) 的 任 一 公 倍 式 . 则 h(B,)》 
0, h(B.)=0, BH. 


h(B)= 


(7 -0. 


hC Bs)) 
这 样 ，h(%) 为 B 的 零 化 多 项 式 ， 所 以 gp(%)1h(%)。 从 而 得 
证 
9p(A)=[gi(NA), gC(N)]. 

(3) 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 ， 

设 B~C，gi( 和 和)，gz( 和 ) 分 别 为 8B 与 C 的 最 小 多 项 式 ， 
下 证 gi (和) 一 92( 和 AX). 事实 上 ， 设 B==X-14X，, 

0=g2(B)=AXA gs(A)A, .. ga(A)=0 
所 以 g1( 入 )]j9z(%)。 类 似 可 证 g2(%)|91(%)。 所 以 有 g1( 和 ) 
= gs(A). 
“(4) 最 后 证 明 9(X) = 4d,(%)， 


设 4 的 全 部 初等 因子 为 ， 
(A— AD 《大 一 和 BS Ry 
(和 一 和 Dr MA) WN 


则 9 dA) = NAD CA- NA) A A)":. 
另 一 方面 ， 由 着 当 标 准 形 知 4~J， 其 中 


is, 
5 
“7 


| 岗 玫 ， 
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设 gw (入 ) 为 若 当 块 yy 的 最 小 多 项 式 ， 则 gC) 二 (和 A 和- 入) 7 
再 由 于 人 与 yV 有 相同 的 最 小 多 项 式 ， 所 以 _ 


9 人) 一 (和 一 Ah) AAD ,A A), 0, 
Ch Ne) = NAA) NA) 
=~,(N\). 


5. 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 有 什么 关系 ? 

答 设 人 的 最 小 多 疯 式 为 963)， 特征 多 项 式 为 1 (入) = 
已 -4 ， 册 

(1) 9(CN)17 C0), 

(2) [AB -A= MAN dA). 

事实 上 ， 和 如 - 4 的 标准 形 为 diag(d1 (A),…, 4d, (4%))， 则 
两 边 取 行 列 式 ， 可 证 得 (2)， 从 (2)， 和 再 由 于 4,(X) =g( 和 )， 
也 可 得 出 (J)， 

(3) 设 4 的 不 同 特征 值 为 和 1,…, 入 :: da( 和 ) 的 不 同根 的 
集 也 一 定 是 为 ,….,%*,， 反 之 亦 然 ， 这 就 是 说 ，| 和 EB ~ 41 与 
d,(%) 具 有 相同 的 根 集 ， 仅 只 重 数 不 同 而 已 。 证明 由 (2) 可 

(Cd (=1.2.,1- 1) 


即 可 . 
(二 ) 题 型 归 类 
!。 求 最 小 多 项 式 
(1) 直接 求 4,( 和 %). 
例 1 (武汉 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 求 
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二 ) 


1 0 0 


-了 - -1I10 
A= : 
1 了 10 
2 2 2 
的 最 小 多 项 式 ， 

解 | 
A-i 0 0 0 
) 忆 4 A+1 1 0 
-1i -1 和 -10 
-23 -2 -2M 


用 初等 变换 法 ， 可 求 出 不 变 因 子 为 1, 1, 和 ,和 2( 和 -1)，。 所 以 4 
的 最 小 多 项 式 
g(A)=AMCA -1)., 
(2) 借助 于 特征 多 项 式 
例 2 求 
2 10 
4-(- -2 
2 10 
的 最 小 多 项 式 . z 
解 ” JAB -4 = 入 设 9(A) 为 4 的 最 小 多 项 式 ， 那 么 
g (入 ) 整 除 避 ， 因 此 只 有 8 种 可 能 ， 或 等 于 入 ， 或 等 对 如, 或 
等 于 ja， 经 验算 因为 42=0， 故 g(%) = 生 . 
2。 求 4 的 等 化 多 项 式 
例 3 (大 连理 工大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 
101 
1010 
loi1011 
0 1 
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求 4 的 全 体 零 化 多 项 式 集 . | 
解 ” 先 可 证 4 =44， 即 空 -4 为 4 的 零 化 多 项 式 . 最 
小 多 项 式 必 为 它 的 因 式 . 设 9(z) 为 和 的 最 小 多 项 式 ， 经 验 
算 可 得 
g(t)=7?- 27. 
设 及 为 4 的 零 化 多 项 式 集 ， 则 
M={h(z) (rz: - 237)h(r) EPTz]). 


$4 乏 合 是 
例 1 (Gerschgorin) 设 % 级 复方 隆 4=(a;;)， 和 是 4 
的 任 一 特征 值 ， 则 入 EDN D,, 其 中 
D,= L B.C4), Ds= (1 B.(4'), 
B.A)={2112 -onl <R, R= De}. 
村 和 
证 设 as= (oa …, as) 为 特征 值 入 的 特征 向 量 ， 由 4a 
一 A， 得 
Sla,a= Ma, (4=1,2, 人 
f=1 
. Day0y = (A An) ny (i=1,2,.,%). 
| fp 
设 ”1ae| = max{lal,…, |an|}， 则 lax| 0， 且 


a 
JA axl < Blo! 1 <R.. 
[ey |a.| 


.. AE B.A}ED. 
类 似 可 证 AE Do， 从 而 AE DI 和 2D. 

注 例 1 也 称 为 圆 盘 定理 . 

例 2 (南京 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 f(%) 为 的 复 系数 
多 项 式 ，% 阶 复数 矩阵 4 的 特征 值 都 不 是 f(X) 的 零点 . 试 
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证 : f(4) 为 可 道 矩 阵 ， 且 f(4) 的 道 第 阵 可 表 为 和 的 多 项 
证 设 和 ,ho,…, 和 Xs 为 和 4 的 全 部 特征 值 ， 那 么 f(Xa)， 

(Az),… ,于 (A,) 为 作 今 ) 的 全 部 符 征 值 . 由 条 件 知 f(A) 0, 
一 了 2 和， 所 以 

[fC4)| = 了) FN). TON) #0 
故 (4) 可 逆 ， 

再 设 扎 的 最 小 多 项 式 为 g(%). 由 条 件 知 ， (i=1,2, 
…,%) 是 gC) 的 根 ， 但 不 是 (和) 的 根 。 从 而 有 : 

(g(%), f(A))=1, 

存在 w( 和 A)、2(A) 使 
ul(A)g(N) + oA) FN)=1, 


那么 
uA)g(A)+oA)fA) 2A)f A)=E. 
f(A)-!=2(A4). 
例 3 已 知 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 1, -1,2, 车 B=4s- 
54?. 试 求 


1) B 的 特征 值 及 其 相似 的 对 角 阵 ; : 
2) 1B| 和 | 4-5E|， 

思 ) BB 的 最 小 多 项 式 9(X) ， 

解 了 1) 由 p.196 本 章 强 答 疑 辅导 6 知已 的 0 


1 -5.12 一 -4， (-1)3-5(-1)= -6, -6.22= 
- 12. 
由 于 BB 有 2 个 不 同 特 征 值 ， 从 而 5 与 对 角 阵 diag( - -4 -6， 
- J2) 相似 . ! 


2) |B|=(-4).(-6).(-12)= -288 
“1B|=147:(4-5E)|, |4|=1.(~1).2= ~2, 
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|4-65E|= - 288/( -2)?= -72. 

3) Badiag( -4 -6, -142)， 相 似 和 矩阵 有 相同 的 最 小 多 
项 式 ，diag( - 4, - 6. ~ 12) 的 不 变 因子 为 1,]，( 和 + 44) (7 十 
6)( 和 二 12)， 从 而 

gO = 4A) AHO) N+ 12). 

例 4 (山东 大 学 ， 湘 潭 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4= 
(a1,…,4s)， 求 4'4 的 特征 根 . 

解 由 Sylvester 公式 

[AE -4 4 = 和 -IN - 44 |，44 一 Da, 


故 4 4 的 % 个 特征 根 为 
M0 玉 o 
虽 二 荆 


例 5 《同济 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4 是 % 阶 方 阵 ， 
9 (和 ) 是 一 多 项 式 , 则 4 的 特征 向 量 都 是 p(4) 的 特征 向 量 . 

证 设 x 是 4 的 任 一 特征 向 量 ， 其 相应 特征 值 为 X， 册 
da 一 和 MG， 令 

EDEN 
p(A)a= (VA + + OA+o a= og(AYa, 
纯 证 < 为 9(4) 的 属于 特征 值 gp (和) 的 一 个 特征 向 量 . 

例 6 设 4 为 2 级 复方 阵 ， 求 证 存在 芭 维 列 向 量 c， 使 
4.4x, ,4 6 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 4 的 每 一 特征 根 恰 有 
一 个 线 八 无 关 的 特征 向量 

证 设 a, Aa,…,4"-'a 线性 无 关 ， 从 而 为 K"*! 的 一 组 
基 ， 其 中 玉 为 复数 域 

设 和 为 4 的 任 一 特征 根 ，B6 为 其 相应 特征 向 量 ， 则 

BTa+0Cd4a) 二 十 0 CA"-ia) 
4A=204al)+0O(42a) 十 十 To gd-Io) 十 2 A"a) 
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令 4 一 DC 二 bi(Aa) 十 “0 Dao)， 那么 ， 由 AB= 
AB 得 


A ~ 已， 
> -五 2 0 
“。 | , 化 : 
| -J 和 | ， 一 (1) 
| 和 入 一 局 
| Nb WV, “0 


由 于 方程 (1) 的 系数 矩阵 秩 等 于 %-i， 玖 只 有 一 个 线性 无 
关 解 . 从 而 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

反之 ， 设 4 的 每 个 特征 值 怡 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 ， 再 设 入 ,…, 入, 为 4 的 全 部 不 同 特征 值 ， 由 于 每 个 着 当 
块 对 应 一 个 线性 无 关 特征 向 量 。 从 而 对 每 个 入 恰 有 一 个 着 
当 块 ， 从 而 4 的 全 部 初等 因子 为 

CAA CA- Ao) ,7 AA 
则 4 的 最 小 多 项 式 
dA)=A~A) (AN) =| -A 
一 入 "十 Da-_1A" 十。 十 如 。 
4 的 不 变 因 子 为 1，…, 1,d,(^\)， 
10 .0 -bh 
i 令 | 
be 
B 的 不 变 因子 也 是 1…,1,4d,( 和 ) 从 而 4~B8。 即 存在 可 逆 阵 
T= 二 (Qa1,…,01), 使 T-14T=B, 由 | 
A(a1'0s) = AT =TB=(a1as)B 
可 得 四 
0 da 一 ao ,42 CI 一 Cn 
是 线性 无 关 的 ， 
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例 7 《〈 华 中 理工 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 4,B 分 别 是 
复数 域 上 mr 阶 和 和 妈 阶 方 阵 ， 且 4,8 没有 公共 特征 值 , 证 明 ; 
方程 44 = 中 只 有 唯一 零 解 . 

证 设 4 的 全 部 特征 值 为 及,，…, 和 hn， 台 的 为 Ki HAr、 


则 

1)=1AB -Al= (NA- Nh) (NA Aan), (1) 

f(bB)=(B-AME).. (B-AbE), (2) 
BI=IB-NEIWIB-MEI. (8)- 
下 证 z | | 

[IB-AE|= Ho-m). (4) 


事实 上 ， 由 若 当 标准 形 知 ， 存 在 可 逆 阵 了 ,使 


Mi * 
or 了 ， 
0 Ms 
所 以 
Mi — A 率 
ee > : 
0 Ha 一 人 


两 边 取 行列 式 即 证 (4) 式 . 再 由 (中式 及 入 #1 知 [1(B)| 
x*0， 从 而 (8) 可 逆 . 

其 次 ， 由 A 久 = 久 B， 可 证 得 4* 了 二 B*( 二 1,2,…) 这 
样 可 得 f(A4)X=Xf(B), 
由 遍 莱 定 理 知 14) = 0， 

Xf1(B)=0, 即 及 =0， 
例 8 《第 三 届 全 国 大 学 生 夏 令 营 试 题 ) 设 4 为 % 阶 方 
[ 星 ， . 
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gM)= IE - A= A- pD) -He( 和 -He (1) 
其 中 jw,…, 1 为 不 同 复数 . 试 证 ， 存 在 多 项 式 (和) ， 使 得 
对 任意 7 有 


. (A- 1) | (Cf OA) - 1). (2) 
并 以 此 证 明 ，f (4) 相似 于 对 角 方 了 泗 ， 而 1(4)~ 4 为 究 零 
证 本 ) 令 
gO 
SD r,s (1=1,2, ,8 ) ( ) 
扯 于 gi1(A),*…, 9:(A) 互 素 ， 从 而 存在 多 项 式 p,(A), 使 得 
PI(A)GI(A) + + yp (A) Gg (A)=1,. (4) 
f(A)=w191 NM) GNA) TF t+ wp (MAG (NA). (Db) 
则 由 (5) - xy x (4) 得 
f(A) - Hi 二 之 (Hi ACOLAYY, (6) 
因为 


(A~ ps)" gh), (7 地 7)， 
,。 (一 HA NFON) ~ 1). (1) 
2) 取 nw 维 线 性 空间 和 它 的 一 组 基 a1,…,a,， 作 线性 
变换 z 
Oo (Qn) = (0 0 ) 4. (3) 
则 = 六 今 … 人 BV,， 其 中 
V.=ker[(o ~ wlr) *], 

dimVi=?rr, (k=1r2,...,8). 
取 的 一 组 基 

Bei Bere (KE=1,2,...,8) 
则 它们 之 并 
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Ge 《8 
为 V 的 一 组 基 , 由 (7) 式 有 
fA -p= (NAA), (I=1,2,.…8) (10) 
flo)~pl=g(o)(o -pdr)! (=1,2,...8) 
(f(0) ~ wiry)Bye=q (0) (0 -p11s) :Bsr=0, 
» flo)Bse= 1Bsss (I=1,2,78, Kk=1,2,..7,) (11) 
出 (及) 式 知 f(o) 在 共 (9) 之 下 的 卸 洗 为 对 角 阵 


diag Cu By, , pos,,) (12) 
其 中 避 ,, 为 7 级 单位 阵 ， 由 于 fl(o) 在 某 组 基 下 为 对 角 阵 ， 
故 f(4) 相 似 于 对 角 阵 . 
3) 因为 六 为 o 的 根子 空间 ， 故 0 在 基 (9) 之 下 的 和 矩 
阵 为 上 三 角 阵 
Wt 上 | 
jp z 
Ge) 
0 二 本 
由 (12),(18) 两 式 和 所 f(c) -o 在 基 (9) 之 下 的 矩阵 为 
/0 
和 
| 
o 
。 水 
0 


此 即 证 f(4) - 4 的 特征 值 全 为 0. 

4) 最 后 证 明 特 征 值 为 0 的 方 阵 一 定 是 圭 零 阵 . 从 而 得 
证 f(4) - 4 为 每 零 阵 . 

设 B=f(4) - 4 的 特征 值 全 为 0， 则 由 车 当 标 准 形 知 
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J 
5 让 (14) 
J 


0 J 
"| “] 
U 从 开交 中 下 


由 于 Jar 一 0，( 上 =1 2,… 轨 .所 以 存在 自然 数 广 ， 使 。 ==0. 
但 8=T-YT，, 故 BY=T-J "T=0., 
例 9 (日 本 东京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 

OQ0apb 

00ba 

0D00 

ba00 


其 中 a,5b 是 实数 a¥0，5 寺 0，|a| 到 151. 
1) 试 求 4 的 特征 值 以 及 长 度 为 1 的 特征 天 量 ， 
2) 当 % 为 正 整 数 时 ， 试 求 
(1.,0,0,0)4"(1,0,0,0)", 
解 1) IAE -=[(X-a)?-8:JC(X+a)?- 65], 因此 
4 的 特征 值 : 


N=a+b, Ma~b, M= -at+o, M4= -4-b. 


1 

,hs hess 的 长 度 为 1 的 特征 矢量 分 别 为 a1=( 豆 ， 
1 
加 


其 中 


2) 令 P= (a, 02, 03, 03)， 则 | 


P-i4P=—diag(a+b,a-b, -a+b,-a-b) 
P-14"P=—diag((a+b)", (a~b)",(-a+b)",(-a~b)’) 
A"=Pdiag((a +b)", Ca-b)", -a+b6)",(-a- bP 

(1,0.0.0)4*(1,0.0.0) 


人 和 全 


= (orb) "+a-b)"t( -ath)" tC-a-b)" 


| a p=2m 时 
0 当 % 一 29 一 工时 ， 
例 10 (日 本 录 京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 在 2 阶 方 阵 


4= (el 中 ， 当 64>0， PL (i=J,9,…%) 时 ， 试 回 
答 下 列 各 题 ， 

1) 证 明 妈 的 特征 值 有 一 个 是 1， 

2) 当 了 .=4" (m 是正 整 数 ) 时 ， 对 于 殷 为 %=2 的 情 
吕 ， 求 Lim B.,， 


Hh? 已 守 


解 1T) 设 a=(1 1…1) 则 Aa=1,a， 因 此 4 有 符 
征 值 1， | 
2) 2%=2 时 ， 册 0 >0 及 9 二 1， 故 可 设 


4 人 ,) 0<a<1. 0<b<1) 
一 od 
( ， 让 <e<1 


[A -A|l=(A- D(A-1+a+b) 
因此 4 有 特征 值 了 和 -a-b， 其 中 -1<1~-a-b<1l. 


A(1)=(1), A -ao 
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/1 1 (1-a-5)" 
人 ( -= eb) ,) 


1 (1-a-b)”" qa /) -1 
Ooosa0 2) 


四 -ts( (lJ—-a~-b)™ 人， -a 
a +b\] - (1-a-5)” b/\-] ,) 


因为 lim( -4-6)"==0， 所 以 
灶 } = om 


B =4"=( 


， ] 0,/-6b -4 于 bp 人 
jm 已 一 -一 人 一 oo 
2 a+6l(, )( 1 ) a+t 6(, 本 
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$1 定义 与 标准 形 


(一 ) 内 容 提 要 
1, 设 4，BE P"x", 如 果 存 在 可 逆 阵 TE Pox" 使 得 B= 
7'47， 称 4 与 B 合 同 , 合同 关系 满足 反 身 性 、 对 称 性 与 传 
递 性 ， 即 合同 关系 是 等 价 关系 .因此 可 利用 合同 关系 对 Px 
中 矩阵 进行 分 类 。 
2. 设 P 是 数 域 ，% 个 文字 的 二 次 型 有 两 种 表示 法 ， 一 
种 为 代数 表示 法 ， 一 种 为 矩阵 表示 法 ， 


f (%1 ; V2, , 从» ) 一 > IH dss P (1) 
f (81, ws, , Wn) =A'4X,， A'~AE Px" (2) 


其 中 六 = (0 2) ， 有 二 (qi ) nx 二 有 4， 

设 % 个 文字 的 所 有 二 次 型 所 成 集合 为 型 。 上 六 中 一 切 
对 称 阵 所 成 集合 为 8S.， 则 它们 之 间 是 一 一 对 应 的 . 因此 二 
次 型 的 问题 可 以 转化 为 对 称 阵 来 研究 . 反之， 对 称 阵 问题 也 
可 转化 为 二 次 型 来 研究 ， 

3. AES5,， 则 有 殷 合 同 于 对 角 阵 diag (Qi1,ds,… ,ds) ， 
且 d1,…,d，, 中 不 为 零 的 个 数 等 于 秩 (A4) ， 

上 而 命题 用 二 次 型 语言 述 叙 为 ，X'AAE MH,， 则 存在 可 
逆 变 换 X=CY, 使 

AX=Y'diag(d1d)Y =dy? + + dy (3) 
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其 中 玖 "一 (0 Wo) ， 了 一 (1 sh)， CEP"™", dl, 
ds， 中 不 为 零 的 个 数 等 于 秩 (4)， 

4。f(%1,… ,vw,) 二 省 ' 4XE M，,， 称 秩 (4) 为 了 的 秩 . 

(二 ) 答疑 辅导 

1 设 六 AXK, XAX'BX, Y'CYEM,, X'AXK=X'BAS= 
Y'CY 的 条 件 是 什么 ? 其 中 下 一 (2 oo) ， 工 一 (和 … 
Ys) 

答 和 XAX=X'BX<->A=b., 

X'AX=Y'CY<->ASC 人 合同 . 

2. 化 二 次 型 为 标 淮 形 ， 为 什么 一 定 要 用 可 逆 (或 称 非 
退化 ) 变换 ? 

答 ”代数 在 某 种 意义 下 是 研究 不 变性 的 ， 比 如 和 矩阵 经 初 
等 变换 ， 秩 不 变 。 对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 作 行 初等 变换 ， 
所 得 到 的 线性 方程 组 的 解 不 变 等 等 ， 

化 二 次 型 为 标准 形 ， 用 可 逆 变 换 ， 也 是 为 了 保证 变换 前 
后 两 个 二 次 型 的 秩 不 变 ， 或 者 还 有 一 些 其 它 的 性 质 不 变 ， 比 
如 实 二 次 型 还 会 保持 各 种 惯性 指数 不 变 ， 正 〈 或 负 ) 定性 ， 
半 正 (或 半 负 ) 定性 不 变 等 等 ， 

3， 二 次 型 的 标 维 形 是 否 了 瞧 一 ? 
“人 管 不 是 唯一 的 ， 比 如 (wi1,%2) = V1%2, 令 1 二 i+ Y:， 
v2 = Yi1~ Ya 则 ff (81, 8%2) = Y1 -yy2 

再 令 X21 二 Yi 十 2y2， 2 二 9Y1 一 292 则 ff (21, 2%2) = YI ~- 4y2, 
虽然 它们 相应 的 二 次 型 算 阵 不 相等 ， 但 都 是 合同 的 ， 

4， 二 次 型 化 为 标准 形 有 哪些 方法 ? 

答 ”常用 的 有 3 种 ， 配方 法、 初等 变换 法 和 特征 值 法 . 
下 面 分 别 用 例子 来 介绍 . 

(1) 配方 法 ”这 又 分 有 平方 项 和 无 平方 项 两 种 情况 
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例 1 (南京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 把 二 次 型 42;2。 - 
22103 - 2020s 二 +323 化 为 标准 型 ， 并 求 相 应 的 线性 变换 和 二 
次 型 的 符号 盖 ， 

解 设 原 二 次 型 为 f(z1,%2,%)， 则 

f= 3| 23 一 2 ( Bo 十 3 二 十 (B 十 B02 ) | 
一 3 一 2 十 i 


1 1 \? 
=3(%; ~ 8217 到 os) ~ 


到 [os - 10ziaa + (Bs)?] + B23 
一 3( 一 襄 9 十 诗人 -Ns ) 一 于 (0 ~ Bw,)’ + 8%2 
* 1 1 5 1 Bb 
Vi= SV1+ SY- Ys T= tDYy 
1 1 
42 一 01 ~ DT, 或 2 一方 切 - 6 名 十 可 2 
?213 = 2 Us 一 Ys 
/ 一 321 一 EE + 8Y3 
f 的 符号 差 等 于 1， 


例 2 (电视 大 学 ) 。 用 满 秩 线性 变换 化 二 次 型 f (71, 
Ws ,Wa WV) 一 一 20102 十 2103 十 0a0s 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 满 秩 


线性 变换 的 矩阵 了 ， 
人 仿 
四 1 1-4 4 4 0 Yi 
0 1 1 0 0: 4» 
ss! | 001 0l% 
WV 0 0 0 Ys 
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| 


出 
f=2Y3 -22 十 222 2 


2 
一 22/1 -2| v3 十 YYs 十 (3) | 十 EE 


=2Y4 -2(2 + ys) + Dy 


再 令 
2 1 000 2) 
% a 0 1 3 0| 
Za 0 0 1 0 23s 
Zs 0 0 0 1 », 
即 令 区 =PZL， 其 中 
-] 1100 1100 0 -! 
1 10 0ll0o 1 0o 
P= 2 
O00 1 0N0 0 1 0 
0 00 1 0 0 0 1 
1 
-1 1 -2 0 
1 | 
i 了 - 0 
00 1 0 
\ 0 0 0 3 
则 


(2) 初等 变换 法 ”这 种 方法 龙 先 写 出 二 次 型 的 矩阵 4， 
4 
然后 在 4 的 下 方 拼 一 个 同 级 的 单位 阵 至 , 即 形 如 ( ”， )， 再 对 
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4 作 行列 的 “同步 ”初等 变换 ( 先 列 ,后 行 ), 将 4 变 为 对 
角 阵 ， 这 时 下 面 的 单位 隆 记 采 了 4 的 列 变换 情况 ， 变 为 矩阵 
C， 则 C 如 为 可 逆 变 换 的 系数 矩阵， 上 面 的 对 角 阵 即 为 新 二 
次 型 的 和 盾 阵 ， 

我 们 仍 以 上 面 例 1 为 例 ， 用 初等 变换 方法 来 演算 : 


0 2 -1 8 -] -1 
2 0 -J].， 一 了 0 2 
-] -] 3|P(1,8)|-1] 2 0 
一 一 一 一 一 > 
1 0 oo o 1 
0 ] 0 
0 0 0 
] 
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UO _ 


1 

8 
P(8,2(5))|0 0 
-一 -一 一 一 一 ->> 
P(3,2(G5)) | 0 0 
0 


则 今 


mm 
BR BR B 
try Lo ut 
mm 
| 
-ee 
一 ”号 
hy 
TT 
中 
th | -| dnt 
pe 


f=8y1 - BY +8Y. 


(3) 特征 值 法 ”这 经 常用 来 化 实 二 次 型 为 标准 形 ， 
例 4 (上 海 交 大 研究 生 入 学 试题 ) 求 正 交 变 换 把 二 
次 曲面 方程 
203 + Bw2 + Bw 上 40Oi02 -440103 ~ 80203 = (1) 
化 为 标准 方程 ， 
解 令 (1) 式 左 端 二 次 型 为 1(%1,%o,X)， 其 相应 矩阵 
为 4， 则 
IAE - A|= (NX- 1)?(N ~ 10). 
4 有 3 个 特征 值 1，{，10,， 
再 求 出 属于 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
xi 一 (2.0 1) ， oa = (0,1,1) 
属于 10 的 线性 无 关 的 特征 问 量 为 
os= (1, 2, -2) 
将 o，o，eas 用 Schmidt 正 交 化 方法 ， 可 得 
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Pi=17s (2.0,D, B:= -817E (~ 2,5,4), 
3 一 已 ( 工 .2， ~ 2) 
分 正 交 变换 为 
2 2 1, 
"VB B65 Bl 
6 2 | 
3 V6 35 38h 
那么 二 次 曲面 方程 化 为 
Vi 十 2 十 107 一 工 
它 是 梢 球面 ， 
5. 合同 的 矩阵 有 相同 的 和 炙 ， 有 相同 秩 的 两 个 同 级 方 阵 
十 合 合同 呢 ? 


谷 ”这 由 讨论 的 数 域 决 坪 ， 比如 4= 如 ,B= -五 ， 在 
实数 域 上 它们 秩 相 等 ， 但 不 合同 (这 由 惯性 定理 可 知 ) . 但 
在 复数 域 上 秩 相 等 的 同 级 方 阵 ， 一 定 合 同 ， 

三 ) 题 型 归 类 
1 化 标准 形 
例 1 用 非 异 的 线性 替换 化 二 次 型 
Fo te) = De t+ 2 vw 
为 标准 形 〈 并 写 出 相应 的 非 异 线性 夫 换 ) . 
解 ”将 原 式 展开 经 配方 整理 可 得 


/=(z -1 Sw ) + 4( + Si ) 
1 1) 会: | 4 2 3 Fer J 


nn _/, ,YY 


i 


出 f=Yy t+- gr Ye. 


3。 求 与 对 称 阵 合同 的 对 角 阵 . 
例 2 设 


bob ce 0 
求 可 逆 阵 了 ,使 T'AT 为 对 前 隆 . 
解 ” 设 以 4 为 矩阵 的 二 次 型 为 
f (i ,V2 , Ws) = 让" AXA =20%%, 十 200103 十 2C392873 ， 
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lI 


{) gqg=60=c=0 时 ， 4 一 (0 信人 一 已 努 为 所 求 - 
2) a,b,c 不 全 为 0， 不 失 一 般 设 4 到 0。 则 分 


其 中 
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7 1 1 UV 
»» < 一 1 一 1 QO ys 
03 0 0 工人/ 八 ys 


f=2ay? - 262 + (2b +2c) YiYs + (20b - 2c) Ye Ys 


=20| 2 + 2 (人 5 和 oj 上 + | bt ys) | 


- 2al Y2 一 2 ( -3 ie jw+ 人 - rk vi) | 


(b+e):  。， (b—e) 
Da YiT ga 
/ b+e 


Vs 一 Ya 
. bte 
i 
| 2 20 之 2 
0 1 
f=2a2? ~- 2623 ~ 6 2 
b+e 
1 0 1 0 -3 
T=| 1 -10 2-? 
0 0 20 
0 0 ] 


了 
-|1 -1 -2 
0 
0 0 1] 
从 而 
/Am _ 1: Lo 205 
7 47 = diag(2a, 2a, ~ ). 


例 3 设 A4=diag(h1,…, 和 4,)，B=diag( 和 Ah,…, 和 入,)， 证 
明 , 和 合同 于 BB， 其 中 如 ,…, 弓 为了，…,% 的 任 一 排列 . 
证 作 二 次 型 人 '44 = 了. 作 满 秩 变 换 ， 
Vi=,, ,Ys = 
则 f= 人 A'AA=Y 了 了 BY， 所 以 4 与 8B 合同 . 
3. 已 知 对 称 阵 求 二 次 型 


例 4 《北方 交大 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 矩 阵 
0 1 0 0 


100 0 
A= 
00 .21 
00 13 
] ) 分 别 写 出 4 和 4 为 矩阵 的 二 次 型 
2) 求 和 4,4-1,4?+ 和 4 的 特征 值 ; 
3) 求 相 应 4,4-1 的 二 次 型 的 标准 形 . 


解 1) 首先 求 出 z 
0 8 0 0 
118 0 0 0 
让 -1! 二 - 守 
383810 0 2 -1 
00 -1 3 


设 和 4 和 4-! 为 矩阵 的 二 次 型 分 别 为 (21, aza,2) 和 9 (021， 
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oa ,035 .324) 则 
f 一 从 4 一 20102 十 203 十 20304 十 223 ， 
9 一 失 "4 -1 一 20102 十 EE 十 2 一 Vat, 
2) 因为 
AE -Aj=(A-1)(A+I)E(N -2): -1 
所 以 4 的 特征 值 为 1,1, -1,8; 则 4-! 的 特征 值 为 1,1, - 1， 
误 ， A442+ 4 的 特征 值 为 2,2,0,12， 
3) 可 用 正 交 变换 法 ,分别 求 出 ,9 的 标准 形 为 
{=A2A'AX =YyI +Yy: ~- Yi+ 38Yy4, 
9— XAIX=YI+Y: -YY + 训 4. 
4 。 实 对 称 阵 和 反对 称 阵 的 充 要 条 件 
例 5 (第 三 电 全 国 大 学 生 数 学 眉 令 营 试 题 ) 试 证 实 方 
阵 和 对 称 当 且 仅 当 44'=A?, 
证 ”必要 性 是 显然 的 ， 下 生死 分 性 ， 设 有 = (a,y) 为 % 阶 
方 隆 ， 因 为 44 三 4， 所 以 
tr 一 trA: (1) 
今 44 一 (b,,),， A2 一 (C1) ， 则 


bi = 3 a 9 ($= 41,2, 1) (2) 
j=1 
Cy = Zss0r, (J=1,2,.,%) (3) 
由 (了 (2), ( 引 ) 二 起 得 
pa > | (人 (4) 
tf971=] 1=1 i=1 


之 ， (ar ~ G40)° =0, 
1 
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由 计生 是 实 和 矩阵 ， 所 以 
qj—- a=0 (#7), 4 一 4 

注 由 此 可 知 题目 条 件 还 可 削弱 为 : 实 方 阵 4 对 称 当 且 -. 
仅 当 144 =t4:.， 换 名 话说 ， 当 4 是 实 方 阵 时 ， 下 面 3 个 
条 件 彼 此 等 价 : 4 =4; 44'=42; tr44' 一 tr42， 

例 6 设 4=(ao) 为 2 阶 方 阵 ， 证 明 妈 为 反对 称 阵 的 
记 爱人 条 你 是 ， 对 任 一 % 维 疝 量 全 ， 有 4X=0. 

焉 明之 前 ， 先 指出 一 点 ， 任 给 方 阵 4 (不 一 定 对 称 》， 
则 了 一 和 44A 都 是 一 个 二 次 型 ， 但 f 对 应 的 二 次 型 箱 泗 不 是 
a， 而 下 B= (bp) ， 其 中 


Qi 十 Ci 和 
b= (2, 7 = 1,2,....,%) 


了 了 O 
下 面 再 来 十 例 6. 
证 必 凤 性 由 于 人 是 反对 称 阵 ， 所 以 
0 十 CO0 (7 一 0 72) (1) 


KX'AX= Sa SY (q+ta)sr,=0. (3) 
i=1 | 


充分 性 ”由 假设 可 知 (2) 式 成 立 ， 从 而 (了) 式 成 立 ， 即 
A'=-_A 
有 反对 称 阵 的 其 它 性 质 可 见 本 书 p. 100 第 三 章 $ 5. 
， 二 次 型 的 秩 
pm 证 明 ， 铁 等 于 的 对 称 短 阵 ， 可 以 表 成 了 个 秩 等 
于 1 的 对 称 隆之 和 ， 
证 设 和 =4， 秋 (4)=>. 存在 可 逆 阵 和， 使 了 47 = 
diag (ti, dd,, 0...0) ， 其 中 4, 二 0 
A= (T-D)'diag(Qi, 0, 0...0) (全 一) 
=Bit+.…+B. 
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其 中 B= (TD)'(Q 娘 ,,) (T-) .五 , 为 位 于 第 对 行 第 : 列 的 
一 个 元 素 为 1 ， 其 余 均 为 0 的 % 阶 方 阵 ， 
不 难 证 明 B= B,, 秩 (B,) 一 工 . 


$2 实 二 次 型 与 复 二 次 型 的 规范 形 
(一 ) 内 容 提要 
1，。 设 (op0) 二 六 AX 是 复 二 次 型 ， 则 存在 可 逆 线 
Eb, 
f=Y4+ +=7'( 1 )Y. (1) 


?三 秩 (4)。 这 称 为 复 二 次 型 的 规范 形 . 规范 形 是 唯一 的 . 
用 和 矩阵 语言 叙述 ， 设 A 为 % 阶 复 对 称 阵 ， 则 存在 % 阶 


E, 
复 可 道 阵 C, 使 C'4C==( “。). 其 中 += 秩 (4)， 


2. 设 了 =A' 44 为 实 二 次 型 ， 则 存在 实 可 逆 线 性 巷 换 


六 二 LY 了 ,使 得 
E, 


-E,., 
0 


了 一 2 十 十 2 一 (22 十 十 2 一 了 了 . 


(2) 

其 中 = 秩 (4)，? 为 4 的 正 惯 性 指数 〈 即 为 4 的 正 特征 什 
的 个 数 ) .这 称 为 实 二 次 型 的 规范 形 ， 它 也 是 唯一 的 . 

用 矩阵 语言 叙述 ， 设 4 是 % 阶 实 对 称 降 ， 则 存 在 % 阶 


E, 
实 可 逆 阵 C， 使 ee-| ~-E.., | 
0 . 


8. jf = 瑟 4 有 是 实 二 次 型 ， 则 存在 正 交 替换 区 TY, 使 
一 和 2 十 十 和 ws22 一 了 diag (NM, Ma, , Aa)Y 
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其 中 和 ,Xr 为 4 的 全 部 实 特 征 值 ， 

用 和 从 阵 语言 叙述 ， 设 4 为 % 阶 实 方 阵 ， 则 存在 正 交 阵 
7 ， 使 得 

T-1AT=7T'AT = diag(N, ,Nn). 

其 中 入，…, 和 为 4 的 爹 部 实 特 征 值 ， 

(二 ) 答疑 辅导 

]. 设 4,5 为 两 个 % 阶 复 对 称 阵 ， 它 们 合同 的 条 件 是 
什么 ? 如 果 是 实 的 条 件 又 是 什么 ? 

答 当 44, 5 为 % 阶 复 对 称 隆 时 , 则 4 与 6B 合 间 专 > 
秩 (4)= 秩 (5). 

当 4,5 为 % 阶 实 对 称 阵 时 ， 设 秩 (4) =”1， 秩 (局 ) 一 ra 
4 44% 和 APBA 的 正 惯 性 指数 分 别 为 pl, ps (人 负 惯性 指数 当 
然 为 71 一 pil 和 ?7:2p2) . 则 4 与 8 在 实数 域 上 合同 二 过 rr 
72 且 71 二 p， (4 与 5B 在 复数 域 上 合同 寺 >71=?72). 

2. 怎样 求 出 实 二 次 型 4X 的 正 (或 负 ) 惯性 指数 ? 

答 一 般 有 两 种 方法 .一 种 是 求 出 4 的 所 有 特征 值 ， 由 
十 4 是 实 对 称 阵 ， 其 特征 值 都 是 实数 ， 那 么 由 惯性 定理 知 ， 
其 标准 形 中 含 正 项 系数 与 含 负 项 系数 是 不 会 改变 的 . 从 而 正 
(或 负 ) 特征 根 个 数 即 为 正 (或 负 ) 惯性 指数 . 

第 二 种 方法 是 将 到 "4 化 为 标准 形 ， 其 标准 形 中 含 正 
(或 负 ) 项 的 系数 的 个 数 就 是 正 ( 或 负 ) 惯性 指数 . 

8. 按 合同 关系 分 类 ，?% 元 复 二 次 型 (或 复 % 阶 称 对 隆 ) 
共有 多 少 类 ? 实 二 次 型 (或 实 对 称 阵 ) 呢 ? 

答 % 元 复 二 次 型 (或 %? 阶 复 对 称 阵 ) 共 可 分 成 % 二 1 
类 ， 秩 等 于 0 的 是 一 类 , 秩 等 于 1 的 是 一 类 ，…， 秩 等 于 % 扼 
是 一 类 . 
% 元 实 二 次 型 六 4, 设 秩 (4)=k. 由 惯性 定理 4 与 
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下 而 之 一 合同 : 


共有 天 + 了 类， 而 有 可 以 为 0,1,2,…, 色 ， 故 共有 类 数 为 ， 
N=1+ (1+1)+ (2+D+.+ (n+ 1))= 人 

4、 实 对 称 阵 的 特征 值 均 为 实数 ， 复 对 称 阵 呢 ? 。 ，， 

答复 对 称 阵 的 特征 值 不 一 定 是 实数 ， 比 如 4= ( 。。) 
的 特征 值 为 1,0. 

但 写实 对 称 隆 类 似 的 ， 在 复数 域 中 ， 存 在 厄 米 特 阵 ( 即 
4'=4) ， 在 本 书 p.346 第 十 合 证 明 后 米 特 阵 的 特征 值 均 为 
实数 ， 并 且 存 在 本 矩阵 忆 ， 使 得 

0-1AU = diag (Ni, -…, Ns) 
其 中 入,…, hs, 为 4 的 全 部 实 特征 值 ， 

(三 ) 题 型 分 类 

了] 了， 化 规范 形 

例 1 设 厅 (oo Wa ) = 2%1%2 + 2%% + vw, 十 20208 
试 分 别 在 实数 域 和 复数 域 上 ， 把 它 化 为 规范 形 ， 并 写 出 相应 
的 可 逆 线 性 蔡 换 ， 

解 ” 首 先 可 用 配方 法 ( 步 弛 上 略 ) 把 f 化 为 标准 形 ，。 即 令 

wi .1-1 -1 1 yn 
1 1 1 -1 -1 Ily, 
xz lo 0 1-1 1y, 
, 0 0 0 1 2 
nl f=2Y? ~ 2Y; -2y2+2y1, (1) 
1) 在 实数 域 上 ， 再 令 
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1 
Yl /1 一 /本 2 YJ] Ys 
那么 了 =23 十 好- 23- 23， 即 为 规范 形 ， 可 逆 线 性 下 换 为 
一 8 其 中 
工 
这 宫 0 0 0 
-1-1i1 1 ] 
»_ [1 1-1-1 9 0 0 
0G 0 0 1 V2 
1 
0 yp 0 0 


0 1 0 


2) 在 复数 域 上 ， 由 (1) 式 ， 再 令 


= Ya = ya 二 -zs y= a 


则 ”于 二 3 十 2 十 纪 十 2z4, 即 为 规范 形 , 其 可 北 线 性 替 换 为 
二 T1828 .其 中 


\ 
2 | 
1 -1 -I 1 ¢ 
1 1-1-1 3 
了 一 
0 9 1 -1 用 天 
少 
Du 0 1 
4 
V2 
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1 ] 2 -2 -1 
V2l0 0 ; 1] 

0 0 0 1 

2. 二 次 型 分 解 

例 2 证 明 ， 一 个 实 二 次 型 可 分 解 为 两 个 实 系 数 的 一 次 
齐 次 多 项 式 之 积 全 > 它 的 秩 等 于 2， 符 号 盖 为 0， 或 者 秩 等 
于 1. 

证 一 之 设 f= (G1w1 十 “十 Gan) (COWL 十 “十 b,%,) 其 中 
as,b, 均 为 实数 (1 二 1,2,.,..,%). 令 
B= 人 (5 5 


1) 当 秩 (8)=2 时 ,不 失 一 般 设 a15; - azp:%0， 则 令 


ei 
Eee 


Yi | | bo, babs | | w, 


则 f==y1y。、 再 令 
Y= 二 + Yo ~ Fe Y= Yr (Kk=8,4...%») | 


由 
f = 好- 好， 所 以 了 的 秩 等 于 2， 符 号 束 为 0. 
2) 当 秩 (BB)=1 时， 不 失 一 般 设 oj 着 0， 且 
O_o 
b!: bb,. 
今 


a 人 一 2 (K£= 2, 和) 
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则 了 =ceyi3， 即 了 的 秩 等 于 了 
有 反之 1) 当 了 的 筷 等 于 2, 符号 差 为 0， 则 存在 可 逆 线 性 
替换 及 二 CY 了 ,使 
f=Y1- Y= (V+ Ye) (YY ~— Ys) 
一 (at 十 十 Ca0 (DO + oo + OW ) 
2) 当 了 的 秩 等 于 工时 ， 则 存在 可 斤 线性 者 换 下 =2 工 ， 
使 
1 = 一 CC 十 十 On0n) 
= (ai0i 十 … 十 Ga)(C0IOI 十 十 COn0n) 。 
3， 可逆 对 称 阵 的 其 它 合同 形 . 
例 3 设 4 是 % 阶 可 逆 复 对 称 阵 ， 则 当 %=2m 了 时 4 合 


D 五 。 
同 于 B=-(， 0 ); 当 #=2m+] 时 ，4 合同 于 


7 0 EE, 0 
C= Ek, 0 0 
0 0 了 


证 ”因为 两 个 复 对 称 阵 合同 过 秩 相等 .结论 目 然 可 
证 . 

例 4 设 4 是 % 阶 可 逆 实 对 称 阵 , 名 ,为 m 阶 单位 隆 ， 
则 4 合同 于 名 ,或 -名 ,或 BB， 其 中 


0 BE, 0 
0 0 一 已 。2p 


证 ”我 们 知道 ， 两 实 对 称 阵 合 同和 之 秩 相 等 且 正 惯性 指 


数 相 等 . 
1) 设 秩 (4) =%= 4 的 正 惯 性 指数 。 则 4 合同 于 名 ， 
2) 秩 (4)=%， 设 4 的 正 惯性 指数 二 0。 则 4 的 负 惯 性 
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指数 为 多. 这 时 4 合同 于 -五 ， 

3) 秩 (4)=%， 设 4 的 正 惯性 指数 为 p(0<<7?<%)， 而 
1 -B|= (A 了 ?A+1)"-?， 则 秩 (B8)=%，B 的 特征 值 中 
有 7 个 1，(%~p) 个 -1 即 B 的 正 惯性 指数 站 Pp. 所 以 4 
合同 于 BB. 

4。 实 二 次 型 的 正 (或 负 ) 惯 性 指数 的 界 ， 

例 5 设 1 ,20) 一 下 十 十 有 其 
中 1 本 2 2 二 C) 是 训 ,… ,ws 的 实 一 次 齐 次 式 ， 让 了 
的 正 惯性 指数 二 p， 负 惯性 指数 4g. 

证 设 4=0n%1 十 十 DoW (1 二 1,2,.…,%)，f 的 正 惯 
性 指数 为 8， 秩 为 "， 则 存在 非 异 线性 替换 


01 一 CO 十 十 CO (t=1,2...%) (1) 
使 
f=U++tlp~ilpr -tpt 
一 2 十 十 3 一 2 (2) 
下 证 ssz， 用 反 证 法 ， 设 s>2. 考虑 线性 方程 组 
同一 六 一 一 人 (8 ) 


由 于 齐 次 方程 组 (38) ， 未 知 量 个 数 为 妈 ， 方 程 个 数 为 了 二 7- 
8S<7W。 故 方程 组 (2) 存在 非 零 解 (41,42,…,a,)、 将 它 代 入 
(2) 式 两 端 ， 得 : 

fa, Qnr) 一 一 /pa 本 一 划一 2 十 "十 Ys (4) 
要 使 (4) 式 成 立 ， 必 须 

b= p= Y=0 (5) 
由 (3), (5) 知 对 于 人 = 69 一 an 这 组 非 零 数 ， 使 所 = 
… 一 4 一 0. 这 与 (1) 是 非 异 线性 替换 〈 系 数 矩 阵 广 秩 ) 下 
盾 . .所 i s 志 7. 
类 似 可 证 : 负 和 惯性 指数 志 9. 
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5. 实 二 次 型 的 值 . 

例 6 (北京 工大 ， 西 南 交 大 研究 生 人 学 试题 ) 

设 4 为 % 阶 实 对 称 隆 ，| 4|<0. 证 明 ， 必 存在 实 %* 维 
向 量 羡 夺 0， 使 症 '4 下 <0， 

证 设 f(%1,…,%,) 二 了 'A4XE，4 的 % 个 实 特征 秆 为 入， 
,An， 由 于 14| 二 和 … 和 ,二 0， 至 少 有 一 个 特征 值 为 负 ， 不 
妨 设 为 <0， 刚 存在 正 交 夫 换 区 = CY 了 ,使 

fn) = YI + AY / 
全, 一 (1,0,…,0)’,， 式 出 CF 了, 二 (40…as)' 一 六! 冤 0， 那么 
A AX,=f(a0)=A<0. 
例 7 《南京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 
FT 0) 一 用 /4 
是 一 实 二 次 型 ， 和 1,… ,As 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 ， 且 As 
和 … A，， 证 明 对 任 一 下 ER*， 有 


入 磋 / 大 (二 天 14 左 二) 怀 ' 天 ， (1) 
证 存在 正 交 阵 二， 使 
T'AT = die (NA. ,hs). (2) 


全 于 =TY, B=diag(Ai, ,Nn) 
则 R'AX=ANYI+ A YL + + A Y= YBY, (8) 
MY'Y<X'AX=Y'BY<NAY'Y, (4) 
X'X—-(TYY TY=Y'Y., 
代入 (4) 得 证 
AMARX' AXEAnA'A, 
8$3 正定 与 半 正 定 二 钦 型 
(一 ) 风 容 提要 
1，% 元 实 二 次 型 有 (W141.… 241) 二 六 AX， 若 对 YCER™ 
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世 衬 0 有 j 帮 (cc) 一 C4C>0( 或 <0)， 称 三 是 正 ( 负 ) 定 
二 次 型 ， 称 4 为 正 ( 负 ) 定 阵 ， 
2. 下 列 条 件 之 一 都 是 多 元 实 二 次 型 了 = 下 44 为 正定 
(1) 4 的 所 有 顺序 主子 式 都 大 于 零 ; 
《2) 4 的 所 有 特征 值 均 为 正 ; 
(3) f 的 正 惯性 指数 等 于 %. 
3。 下列 条 件 之 一 都 是 % 元 实 二 次 型 g==2X'BA 为 负 定 
鹊 充 要 条 件 ， 
(1) 8 的 所 有 苛 数 阶 顺序 主子 式 小 于 0， 所 有 偶数 阶 顺 
六 主子 式 大 于 0; 
(2) B 的 所 有 特征 值 均 为 负 ; 
《38) 9 的 负 惯 性 指数 等 于 %， 
(4) -5 为 正定 阵 . 
4，% 元 实 二 次 型 1 一 X' AA， 对 YCE R"， 有 f(C1…6;) 
一 C" 4C>0( 或 未 0) ， 称 了 为 半 正 ( 负 ) 定 二 次 型 ， 称 4 为 半 
正 ( 负 ) 定 阵 . 
5， 下列 条 件 之 一 都 是 名 元 实 二 次 型 f=A 4AX 为 半 正 
《人 负 ) 的 条 件 ; 
(]) 4 的 所 有 主子 式 都 不 小 (大 ) 于 
《2) 了 的 负 ( 正 ) 惯 性 指数 等 于 0; 
《8) 4 的 特征 值 都 不 小 (大 ) 于 0. 
(二 ) 答疑 辅导 
1， 正定 矩阵 还 有 没有 其 它 等 价 条 件 ? 
答 有 . 下列 五 个 条 件 都 是 等 价 的 ， 
(1) 4 是 正定 抢 阵 ; 
(2) 存在 正定 矩阵 C， 使 4=C?; 
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(3) 4 合同 于 召 , 或 者 说 存在 实 可 逆 和 矩阵 C, 使 4 一 
CC ; 

(4) 对 于 任 章 多 x 工 非 零 矩 阵 忆 ， 都 有 怀 '4 瑟 >0; 

(5) 4 的 所 有 主子 式 都 大 于 从 ， 

下 面 采 用 循环 证 法 : 

(]) 一 > (2) 因 4 正定 , 设 为 ,加 ,…, 和 ,是 4 的 全 部 
特征 值 ， 于 是 入 >>0(i 二 1,2,…,n)， 存在 正 交 矩阵 U， 使 

U'AU=diag(Al, A ,A 人 n). 


从 而 
A= Udiag(M, M2, ,Ao)U 
=Udiag(V MV hs )C 
diag(V NM TY ,1 MU. 
仿 
G=Udiag(V MN VR VV MU 
出 


4 二 G:、 且 G 是 正定 矩阵 . 

(2) 一 > (3) 因 G 正定, 则 C=G, |Gl0. 
从 而 A=G?= GG=0E0G, 

(3) 二 > (4) 因 4=C'C,， IClw0, 六 是 %nx] 扒 夫 ~ 
和 矩阵， 于 是 C0, 令 CX= (tol) 起 
不 全 为 零 的 实数 ， 所 以 

大 :4 太一 及 'C'CR 二 (CR 六 (CE) 二 如 十 拼 十 十 本 之 0， 

(3) 一 > (5) 设 4 是 4 的 任 一 上 阶 主子 块 . 
0 
1A4.| = < 


前 量 痊 此 过 举 浊音 出 六 需 闪 


(人 
又 设 妃 与 4 合同 ， 且 巨 的 上 阶 顺 序 主子 式 是 4e， 即 看 
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注 一 可 逆 阵 必 ， 使 
A x* 
C’AC = 一 已 
(= 
A= (Ci)iBC-! 
下 证 4 是 正定 和 矩阵， 否则 ， 存 在 上 xjT 非 零 失 阵 z= 
Ad, da ,dr)', 使 A'4A<0. 


令 %x1 非 堆 阵 y=C(。 ), 则 


YAY= YC-1)'BC-1Y = (0C-1Y)'B(C-ITY) 
-eol 1)-aaea 
这 与 (4) 的 假设 矛盾 故 4 正定， 从 而 |4|>0. 
(5) 一 > (]) 显然 成 立 . 
类 似 地 ，4 为 半 正 定 矩阵 的 充 要 条 件 还 有 : 
(1) 存在 半 正 定 矩 阵 G， 使 4= G2; 
(2) 存在 攻 阶 矩阵 C， 使 4= CC 


E, 0 z 
(3) 4 与 ( ,，。，) 合 同 ,7= 秘 .1， 


2， 正定 矩阵 有 哪些 简单 性 质 ? 
答 设 4 是 正定 搜 阵 ， 则 
(1) 4 是 可 道 实 对 称 阵 ， 特 别 |4| >0， 
(2) 4 能 而 且 只 能 与 正定 矩阵 合同 ，4 只 能 与 正定 矩阵 
组 似 ; i 
(3) 4 的 一 切 主子 纪 痢 是 正定 矩阵 ; 
(4) .4 中 最 大 的 数 ， 位 于 主 对 角 线 上 ; 
(5) 4 中 主 对 角 线 上 的 数 全 大 于 零 ， 
3. 实 对 称 阵 4 的 主 对 角 线 上 的 数 全 大 于 零 ， 能 否 断 完 


4 是 正定 和 矩阵 ? 
答 不 能 .如 人 - 就 不 是 正定 全 阵 
2 8 - 
4、 实 对 称 阵 4 的 一 切 顺序 主子 式 全 大 于 或 等 于 零 ， 能 
否 断 定 4 是 半 正 定 什 阵 ? 


0 
管 下 能 ,如 4- | ) 


取 X=(”)， 有 XAX= -1<0， 这 也 说 明 判 断 举 正定 矩阵 


了 肝 ， 一 子 式 全 大 于 或 等 于 零 ” 这 个 条 件 不 能 前 弱 ， 
， 什么 电 不 定 二 次 型 ? 
芝 实 二 次 型 了 = 羽 '4 有 大 存在 CER， 志 ER ， 有 
CACS>D0, D'AD -<0, 
两 式 成 评 ， 征 了 为 不 定 二 次 型 
G. 不 定 一 次 型 有 哪些 主要 性 质 ? 
名 ”有 两 个 主 可 证 质 
(1) 设 A,… ,hr 为 中 元 不 定 二 次 型 f = 和 44 的 所 有 特 
征 值 至 少 存在 两 个 特征 值 ,>>0, h,<0， 
(2) 《( 恕 龙 江 应 用 数学 研究 所 研究 生 入 学 试题) 存在 
C0,，CE R?" 使 不 定 二 次 型 1 二 XX'4X 有 
cc 一 CC AC=0., 
事实 上 ， 由 上 面 性 质 (1) 知 4 的 特征 什 有 焉 有 人 负 ， 不 失 
一 般 设 人 >0，X<0， 再 由 实 二 次 型 基本 定理 知 ， 存 在 正 殊 
隆 了 ， 今 卫 二 TY 了 ， 则 
了 一 及 4 天 一 和 2 十 和 222 十 十 入 2 (1) 
其 中 入 ,和 Ae,… ,A 和: 为 4 的 金 部 特征 值 ， 


_/i nnY rm ， 
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0 
_，) 的 顺序 主子 式 全 等 于 零 ， 而 


Fe ee -ua( + h(a) =1 _1=0. 

7。 能 否 对 各 种 二 次 型 的 主要 常数 列 一 个 表 来 归纳 一 下 ? 

答 设 匈 元 实 工 次 型 f=A' 44， 秩 (4)=>， 设 三 的 正 
惯性 指数 和 负 惯 性 指数 分 别 为 D 和 和 da，X,…,X* 为 4 的 人 多 
部 实 特 征 值 ，|2B, | 为 4 的 1 级 主子 式 ， 则 我 们 有 下 下 


类 型 r ] p q | 入 一 切 1B1 
正定 0 大 于 0 大 于 0 

半 正 定 p p 0 >0 >0 
负 定 n 0 n 小 于 0 (—1)MB,>0 

半 负 定 q 0 q <0 (—1)1B.,|>0 
不 正 7 | 大 于 0 大 于 0 | 有 正 有 负 无 规律 


8， 有 什么 简便 方法 能 判断 实 对 称 阵 4 不 是 正定 和 矩阵? 
答 除 上 述 判 别 法 以 外 ， 还 有 
《1) | 41<0 或 4 的 基 一 主子 式 小 于 等 于 零 ， 
《2) 4 中 主 对 角 线 上 有 一 个 数 小 于 或 等 于 等 
《8) 4 中 最 大 的 数 不 在 主 对 角 线 上 . 
9. 有 什么 简便 方法 能 判断 实 对 称 阵 4 不 是 负 定 和 矩阵? 
答 ” 有 三 种 简便 方法 ， 
《]) 4 中 主 对 角 线 上 有 一 元 or>08 
《2) 4 中 某 一 奇 ( 偶 ) 数 级 主子 式 >0( 委 0)， 
10， 怎样 判断 二 次 型 4 44 是 不 定型 二 次 型 ? 
答 主要 方法 有 三 ， 
《1) 4 中 主 对 角 线 上 的 元 有 正 有 负 ， 
《2) 4 中 有 两 个 同 级 主子 式 蜡 号 ， 
《8) 4 中 有 一 个 偶数 级 主子 式 小 于 0. 
(三 ) 题 型 妇 类 
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TI.， 正定 〈 半 正定 ， 负 定 ， 半 负 定 ) 二 次 型 的 判 叶 
(i1) 惯性 指数 判别 法 
例 1 判断 fj 二 2%? + 6%2 + B23 十 421%, 4X1%, - 8220 
是 否 为 正定 ， 
解 ” 因 为 
2 5 ， 


了 一 2(01 十 02 一 24) “十 3(z; 一 8zaj + v2 


由 于 作 非 退化 线性 鞍 换 后 ， f= =2y?+ 3y3 + 93. 则 惯 指数 : 
等 于 8， 所 以 了 是 正定 二 次 型 ， 
(2) 特征 值 的 判别 法 
例 2 ” (大连 海 运 学 院 研究 生 入 学 试题 ) ” 试 还 二 次 型 
(CO eV 一 人 Sot2 5 Wim) 


为 正定 二 次 型 ， 
证 ” 设 二 的 矩阵 为 
2 | ... 1 
A 二 了 2 ...3 
1 本 ...2 
| 和 五 -4 三 (1 (一 和 2 一 ])。 
和 i 二 二 和 1_1 二 ]， 入 ,二 十. 
由 于 4 的 特征 值 全 为 正 ，f 是 正定 二 次 型 . 
(3) 顷 序 主子 式 判 别 法 (Sylvester 准则 ) 
例 3 (浙江 大 学 研究 生 入 学 试题 》 设 有 二 次 型 
fw1, 0 T3) = WI + m2 + Dw + DAWINs 一 22001023 — 40203. 
问 入 到 何 值 时 ， 该 二 次 型 为 正定 ， 
解 设 j 的 矩阵 为 
24 本 


\-1-.2 5 
和 的 台阶 主子 式 必 须 
一 ]、0 
] | 
:= 了 = 工 ->0 (1) 
As= 14|= -BA -4\>0 (2) 
由 (]), (2) 得 出 当 - 也 <X<0 时 ，f 为 正定 . 
(4) 其 它 方法 


例 4 《四 川 大 学 研究 生 入 学 试题 设 
tt tt) 
1 » 


前 正 惯性 指数 p， 秩 为 "， 证 明 ; p= 二 x 过 % 《 即 了 半 正 定 ) 
证 f= (m1) Ee? -2 5 wr, | 
t= J 


f (21, 9 Tn) 一 


1 
2 之 (%, »,) :>0. 


欠 此 可 知 了 半 正 定 ，? 三? 

乃 一 方面 ， 令 N21 二 0 二 … 二 wr, 二 1 了 了 肝 ， $0, 此 说 明了 
不 契 正 定 的 即 7 天 %， 从 而 ?= 二 r 二 no. 

2。 由 参数 取 值 范围 来 确定 二 次 型 的 类 型 

例 5 〈 浓 华 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 


全 [| 
f 一 一 0 之 | VY 十 2 VNnitl 


其 中 a,5 是 实数 ， 问 a,2 满足 什么 条 件 有 时， 二 次 型 了 是 正定 
HJ? 
解 ” 议 了 对 应 汐 簿 绒 汶 4， 天 当 %= 二 2m 时 


A= 
ba (1) 
z a bh 
再 设 4, 为 4 的 第 级 顺序 主子 式 ， 则 由 (1) 式 
4 一 0 (8 一 2 入) (2) 


Anrs=a" (a — 60) (k=1,2,..,1) (3) 
故 当 a>0 且 a?-0b?>0 时 ，f 正定 ， 


当 % 二 2m 十 1 有 时 ， 
a 0 
a 5b 
4 一 4 十 (和 44) 
] ‘} 4 
\ bp a 
这 侍 A 二 a (无 一 1 2,.., 1): 


4 =(Q 二 DO)79 
4 is 一 (+Dp)an (a — 60°)., 
所 以 当 a>0, a+b>0,， 0 一 >>0 时， jj 正定， 
3. 与 4 有 关 的 正定 阵 
例 6 设 4 正 定 阵 ， 证 别 : 
1) 4-1 74(>0)，4(m 为 整数 ) ，4* 都 芷 正定 隆 ， 
2) 1(2) = 二 Qn2" 二 十 qvw 十 4o。 其 中 ad, 宕 0， 且 至 少 有 
一 为 正 ， 则 944) 正 定 . 
证 设 4 的 全 部 特征 值 为 入 ,…, 和 AX。， 由 4 正定 ， 则 
和 A>0 (t=],2,...%) (1) 
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1) 下 面 分 别 证 明 
i) 先 下 4 为 正定 阵 (东北 工学 院 研究 生 人 学 试题 )， 


由 于 4-! 也 是 实 对 称 阵 , 且 它 的 全 部 特征 值 为 疡 ,…, 苑 ， 直 


(了 ) 知 它们 全 为 正 ， 所 以 4-! 为 正定 阵 . 

ii) kA4 是 实 对 称 阵 ，k4 的 全 部 特征 值 为 kXs,…, 入。， 
而 >0， 所 以 4 的 特征 值 全 为 正 ，%4 正定 ， 

iii) 4" 是 实 对 称 阵 ， 它 的 特征 值 为 和 9,…, 和? 全 为 正 ， 
4 正定 . 

iv) 再 证 4* 为 正定 阵 (山东 大 学 ， 新疆 大 学 研究 生 人 
学 试题 ) 

因为 4* 二 47 4-!， 由 上 面 1),2) 可 证 4* 正定 


2) g(4) 的 全 部 特征 值 为 ， 
g (Nh1), ,9 (Ns) 
由 假设 知 ， 它 们 人 多 为 正 ， 所 以 9(4) 为 正定 阵 . 

例 7 (福州 大 学 研究 生 和 学 试题 ) 设 C 为 实 非 奇 
异 和 矩阵 ， 证 明 4 为 正定 阵 时 ， 和 矩阵 C 4C 也 是 正定 阵 ; 且 其 
逆 也 成 立 ， 

证 设 4 为 正定 阵 ， 从 而 B=C"4C 为 实 对 称 阵 ， 且 与 
4 合同， 但 合同 不 改变 正定 性 ， 故 C'4C 为 正定 阵 ， 

反之 ， 设 B=C'4C 为 正定 阵 ， 则 有 = (C-)'BCL -1， 由 
B 正定 ， 从 而 4 正定， 

例 8 (东北 工学 院 研 究 生 和 人 学 试题 ) 设 % 阶 矩 阵 4= 
(oa ) 是 正定 的 ，051,52,…,2s, 是 任意 % 个 非 零 实数 ,那么 
B= (qb,0,) 也 是 正定 的 ， 

证 邻 C=diag(51,82,…,b,)， 则 C 为 实 可 逆 阵 ,， 且 
B=C’'4C、， 则 由 上 是 可 证 8 为 正定 阵 . 
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例 9 【成 都 科技 大 学 ,湖南 师 大 研究 生 入 学 试题 》 
% 阶 矩阵 4 是 半 正 定 的 ， 则 对 任何 实数 >0，sB+ 4 是正 
定 的 . 

证 令 g(%)= 二 wj+e， 设 4 的 % 个 特征 值 为 入, 和 2,，…, 入,. 
则 g(4) 的 % 个 特征 什 为 和 十 8,As 十 6e,…, 入 ;十 a8, 但 入 宇 0， 
£0， 故 实 对 称 隆 yg(4)== 4+ eB 的 特征 值 全 为 正 ，g(4) 是 
正定 的 . 

例 10 《中 山大 学 ， 湖 南 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 证明 
实 对 称 阵 A 的 特征 根 均 在 闭 区 间 Le,2 上 ， 当 且 仅 当 矩 阵 4 
-ttB 的 二 次 型 对 i>>b 时 为 负 定 ， 对 i<a 时 为 正定 ， 

证 设 4 的 全 部 特征 根 为 入 ,…, 和 和， 则 4- 的 特征 
根 为 和 1 一 th 一 雪 …, 和 As 一 t， 由 于 

4 委 人 委 0 (一 了 工 2 ,和 2) (1) 

a-t<A-ti<b-t (2=1,2,...,%) (2) 

当 8>b 了 时 ， 由 (2) 式 知 入 一 tit 过 0， 阁 4- 二 人 针 定 ， 当 ta 
持 ， 和 -~-t>0， 故 4- 志 正定 ， 

反之 ， 用 反 证 法 ， 若 某 一 个 入 ELa,5]， 有 两 种 可 能 ， 

1) 和 .>>b56， 则 由 充分 假设 4- 入 负 定 ,这 是 不 可 能 的 ， 
因为 4- % 五 至 少 有 一 特征 根 为 0， 了 矛盾 ， 

2) 和 ,<a， 同 理 可 得 出 矛盾 . 

综 上 可 知 4 的 畦 征 根 均 在 闭 区 间 La,8j 上 ， 

例 11 《南京 大 学 ， 杭 州 大 学 ， 福 州 大 学 研究 生 入 学 试 
题 ) ” 设 4 为 mwx%% 实 矩阵 ， 

1) 证 明 ，A4' 和 4'4 均 为 半 正 定 隆 ; 

2) 试 证 当 且 仅 当 4 的 秩 为 % 时 ，4'4 为 正定 阵 . 

证 1) 我 们 只 证 4'4 为 半 正 定 隆 ， 为 一 类 似 ， 任 取 

XER", 令 Yy= Az= (i, Yn) ， 则 
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1 2 (A A N=Y Y= YY + + 0 
故 4'4 是 半 正 定 的 ， / 

2) 设 秩 4=%， 则 秩 (44)=%， 设 入 ,…,Ar 为 4'4 的 
全 部 特征 值 ， 由 于 4'4 半 正 定 ， 则 

和 2009 一 工 2… 2) (1) 
XIN pr 一 |44 二 0 (2) 

由 (1) ，(2) 两 式 知 入 都 为 正 。 故 本 4 正定 ， 

4， 正 定 人 阵 的 运算 

例 12 设 4 为 % 级 半 正 定 阵 ，B 为 %w 阶 正定 阵 ， 则 和 + 
B 为 正定 隆 . 

证 4+B 为 实 对 称 阵 ， 且 任 取 wE R"，s% 夺 0， 则 

A+B)o=w' Ay+w' Br>0. 

所 以 4+ 互 是 正定 放 ， 

例 13 4,B 为 % 阶 正定 阵 ，4B=B84, 则 48B 为 正定 阵 . 

证 (45)'=5'4'=5A=A5B5， 则 45 为 实 对 称 阵 ， 

再 证 4B 所 有 特征 值 大 于 0 (西北 工业 大 学 研究 生 人 学 
试题 ) ， 

和 正定 ， 殷 合同 于 恕 ， 存 在 实 可 逆 阵 TT， 使 TAT'= 友 ， 
则 | 

TABT-!—TAT'(T') -iBT-!= (T-)'BT-I=C (1) 
由 于 8B 正定， 从 而 《正定 ， 表 由 (1) 式 知 4B 与 C 相似， 有 
相同 特征 值 ， 必 全 为 正 . 


5. 分 块 正定 阵 
B 0 
例 14 设 4= ( 。 。，)， B.C 都 是 实 对 称 阵 证 明 4 正 


定 的 充 要 条 件 是 B,C 都 正定 ， 
证 必要 性 因 扫 正定 ，B、C 都 是 4 的 主 于 式 , 所 以 
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B.C 都 正定 ， 
充分 性 B.C 正定 . 则 如 =4， 设 四 = 有 BBC=C 
Ci 有 1BH*R0，|C1| 0， 则 
B 0 JB, 0\'B, 0 
“一 (。 c)=(o c)(o 0 ) 
B, 0 
且 Io 0 |=1B11Cil 0 所 以 4 正定， 
BD 
例 15 设 4=(， 。,). 为 实 对 称 阵 , 证 明和 4 正定 的 充 
要 条 件 是 BB 正定 且 C - D'B-!D 正定 . 


E -BiDr: JB Dy,E -B-1D 
(op)(p clo s) 


/#6 0 
-(。 Cc-D'B-iD) 
pb 0 
所 以 4 与 (% pipip ) 合 同 由 例 14 知 4 正定 的 
充 要 条 件 是 正定 且 C- D'B-!D 正定 ， 


4 a 
例 16 《复旦 大 学 研究 生 人 学 试题) 设 刀 = (《，)， 其 中 


A 为 np 阶 正定 阵 ，a 为 % 维 实 列 向 量 ，B 为 实数 ， 证 明 互 为 
正定 阵 的 充 要 条 件 是 8 之 a'A-!a 
证 ”由 上 面 例 15 立 即 可 得 . 
$4 综合 题 


例 1 (北京 大 学 研究 生 人 学 试题) 设 4'= 4, 证 明 4 可 
逆 的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 B, 使 4B+ B'A 正定 . 
证 车 4 可 递 , 令 B=A4-!， 则 AB+B'4==2 轧 正定. 
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反之 ， 存 在 已 使 4B+BA 正 定 ， 则 对 于 任意 屋宇 0, 有 

A'(AB+B’A)X—= (AX)'BX+ (BX)'AX>0 
当中 0 有 时 ，AX 寺 0， 即 AX=0 只 有 零 解 。 故 4 可逆. 

例 2 (山东 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 % 元 半 正 定 二 次 
型 了 的 第 阵 是 4， 证 明了 ={4EfA)=0 XEBR"} 是 4X=0 
的 解 空间 . 

证 区 4 是 44=0 的 任 一 解 癌 量 ， 于 是 

f (X,) 二 信 ， AA,=0. 
了 XEV. 
反之 任 取 半 ,EV, 则 (Xo)=X%AX,=0 
因 4 六 正定 ， 存 在 半 正 定 阵 G，,， 使 4=G? 则 
A AX,=A GA = (GX) (GX,)=0, 
GX,=0, AX,=G?X,=0, 
Xo。 是 4X=0 的 解 ， 故 站 是 4X=0 的 解 空间 ， 

例 3 1) 《郑州 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4 为 % 阶 
半 正 定 阵 ，B 为 % 级 正定 阵 ， 证 明 ]4+ 8| 宕 |]8， 上 且 等 号 
成 立 当 且 仅 当 4=0. 

2) (兰州 大 学 ， 福 州 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 4 为 半 正 
定 阵 ，4=*0. 证明 ;1 4+|]>1. 

证 1) 存在 实 可 北 阵 , 使 P'BP=E， 则 

P'(A+B)P=PA'P+E=C+E (1) 
其 中 C=P'4P 仍 为 半 正 定 阵 ， 设 (上 的 特征 值 为 入,…, 入， 
则 | 
和 >0 (1 一 12 和) ， 
而 C+ 允 的 特征 值 为 和 + ,Ns 十 了]， 则 由 (1) 式 两 边 取 行 


列 式 得 
IPl?.1A4+B8I=|1C+£| 
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=— (Ai+ 1) (Mz 十 了 于) (和 ns 十 了 ) 之 了 (2) 


|1A4+Bl> [IB|, ('. P'BP=E) 


7 
IPl? 

再 当 4=0 时 显然 |4+B|=15B1. 

有 反之， 设 14+B|=1B8|, 若 4*0, C=P’'’4P, 则 C 心 
0， 至 少 有 一 个 入 >>0， 则 由 (2) 式 知 

IPI2.IA+BI>1 .. 14+B|>1B| 

了 矛盾 . 所 以 4= 0. 

2) 由 上 面 直接 可 证 ， 

例 4 《日 本 东京 大 学 研究 生 人 学 试题 ) ”试用 西 矩 性 
U， 将 4 对 角 化 ， 其 中 


1 5 1 
A=|11W 6 0 0 
1 0 0. 


解 |) 已 -41=X-38) (和 A+2), 4 的 特征 值 为 0,3, - 2. 
属于 0, 3,2 的 线性 无 关 的 单位 特征 向 量 分 别 为 


a=, -VB)', m= HV B,D’ 


a = 06,1) 

再 令 口 = (a, 02,03) 为 正 交 阵 ， 也 可 以 看 成 西 矩 阵 ， 且 
DU’'AU =U-iAU =diag(0,8, - 2). z 

例 5 (清华 大 学 ， 大连 工学 院 研究 生 入 学 试题 ) % 元 

实 二 次 型 了 = 和 4X ， 其 中 到 = (2 2) ， 证 明了 在 条 件 
习 史 = 1 下 的 最 大 值 ， 最 小 值 分 别 从 为 矩阵 4 的 最 大 特征 

根 与 最 小 特征 根 . 

证 设 4 的 % 个 特征 值 为 
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AN 和 雪 … 坟 和 (1) 


由 p,237 本 合 $2 例 7 知 


入 /环卫 '4 玉 < 和 及 ' (2) 
当 XX = st=1 时 ， 由 (2) 式 知 
max (A’'AX) = maxf (oO 0) SEA, (3) 


设 和 的 单位 特征 向 量 为 a= (e1…0s)'， 则 a'ra=c9 + ,+e 
= 
f (C4105) = Aa= a Na= Na' a= NA, (4) 
由 (3) ，(4) 两 式 得 证 
maxf (W118,) = A,. 
类 似 可 证 minf (Zi…2o) 一 人， 
例 6 【中国 科学 院 研究 生 入 学 试题 ) 设 f(%1,…, 2) 
和 9g (%1,…,%,) 为 两 个 实 二 次 型 ， 而 且 至 少 其 中 之 一 是 正定 
的 ， 求 证 ， 在 &" 中 曲面 f=1 和 g=1 没有 公共 点 的 充 要 条 
件 契 二 次 型 了 -9 是 定 的 (正定 或 负 定 )〉. 
证 不 失 一 般 ， 设 了 是 正定 二 次 型 ， 再 令 九 = 了 - 9， 
所 = 设 及 是 正定 的 ， 则 对 任意 (7X1,…,%,) 二 0， 有 
h (Wi) EO. (1) 
用 凤 证 法 ,在 BR" 中 车 f=1,，g==1 有 公共 点 (a1,…,4:)， 则 
f (G1, ,0a) = 09(41,', Gn)=] 
从 (aiqs) 二 0 这 与 (1) 式 矛盾 ， 故 无 公共 点 ， 
设 h 是 负 定 时 ， 也 可 证 =1，g=1 无 公共 点 ， 
一 用 反 证 法 若 刀 是 不 定 的 , 则 由 p.241 本 章 83 答 疑 辅 
土 6 知 ,存在 (C1…cs,) 丰 0 有 有 (0c1…cs) 一 0， 从 而 由 f 正定 ,有 
f (C1'%:01) = 9 (C310,) = >0, (2) 


则 
fj (Qi, Ws) 一 
这 与 1=1，9= 荆 无 公共 点 假设 矛盾 . 

例 7 (福建 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 4,5B, 4B 都 是 % 
级 实 对 称 隆 ， 入 是 42 的 一 个 特征 根 ， 则 存在 4 的 一 个 特征 
根 s， 和 总 的 一 个 等 征 根 +， 使 得 入 = st. 

证 由 4A4B=B4， 且 4,8 都 可 对 角 化 ， 则 p.111 和 由 第 二 
音 综 合 题 例 8 知 ， 存 在 同一 个 可 逆 阵 卫 ， 使 

A=Tdiag(81, 81) TTT, B=Tdiag(ti, ee, tr Ti 
其 中 81,…,8s 和 志 如 分 别 为 4,B 的 特征 根 . 

AB=Tding (S811, , Snts) TL, 
册 4B 的 特征 根 为 81 … ,8 ， 从 而 即 证 ， 

全 8 (Craig 引 理 ) 设 4,8 是 % 阶 实 对 称 洗 ， 它 们 的 
非 零 特 征 值 分 别 为 {Ai Ar) ，{fAL Mr}， 符 4+ 马 的 非 
和 零 特征 值 恰好 是 {hi ,hr p11s)， 则 4B=BA4=0. 

证 1) 先 设 4=diag(D,;,0,0), 其 中 D,=diag(h1,… 
和 :) .由 假设 ， 存 在 正 交 阵 

Qi Qe Qi 
Q = |e 2 Ws 
Qs Ga Waa 
使 得 ”Q'BQ=diag (0,D,,0)， 其 中 D ,= diag (js). 


令 
E Qi 0 
-| Qs | 


0 Qi 0 


可 以 验证 


B= Qdiag (0, D,, 0)G =Tdiag (0, D,, O07T,, 
A=Tdiag(D,, 0,0)T'， 
A+ B=Tdiag(D,, D,, OT 


再 仿 F=diag(D,,D,,0)7T'T， 则 
D, E QQ»0 
-| D, le E 中 
0 八 0 900 
其 中 


D. Ek Qs 
N=( D, )(o. p) 

由 sylvester 公式 (p.200 第 6 章 $82 例 6 ) 知 ， 于 了 与 

4+ 吕 具有 相同 非 零 特 征 值 ， 因 此 


[IM | 一 (和 和) (L501°*° ws) 一 (和 和) (141… hs) | 也 本 Q',Q1s | 
.|E-QuQ|=0. (1) 
其 次 ， 由 于 Q@ 为 正 交 阵 ， 风 


QQ 十 QQ 十 GoQas 一 已。 
设 QQis 的 特征 值 为 61,…,6,。 因 Q2Q2 + asss 和 QQ 1 
均 为 半 正 定 阵 ， 故 0 和 3. 入 1. 由 (H 式 知 


II (] - 9,) =], ，: 
t=1 


,一 0 (2= 1,2, 8) 
从 而 有 QQ1s = 二 0， 即 证 Qiz=0.， 于 是 
心 ， EQ 0 EV 0 
42= | 0 | Qs 0 Qs or =0, 
0 八 0 Qs 0 00 0 
同 理 可 证 B4=0. 
2) 当 4 为 一 般 情形 时 ， 因 存在 正 交 阵 G 使 
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0 
D. 


0 


GAG=diag(D,, 0,0) = 4. 
令 G'BG=B,， 由 上 面 可 证 41.B1=Bi4,=0， 所 以 有 
AB=BA=0. 
例 9 4,B 是 两 个 %x%w 实 对 称 阵 ， 且 B 是 正定 阵 , 证 
明 ， 存 在 一 个 %x% 实 可 逆 阵 T， 使 T'AT 与 了 BT 同时 为 
对 角 阵 . 
证 由 B 正 定 ， 合 同 于 台 , 存在 实 可 逆 阵 5 使 BC= 
忆 ， 而 C'4C 仍 是 实 对 称 阵 ， 从 而 存在 正 交 阵 喇 ， 使 
D’'(C’'AC)D = diag (hi, ,和 as) 
令 (也 =7， 则 了 可 道 且 
T 47 三 diag( oe, Ns), T'BT=E. 
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第 八 革 ”矩阵 的 几 种 标准 形 


$1 正 交 阵 

(一 ) 内 容 提 机 

1.。 实 方 阵 4= (44j)， 如 果 有 4'4= 恕 ， 则 称 4 正 交 阵 ， 
设 ab on 为 正 交 际 4 的 行 向 量 ，4 为 4 的 列 向 
量 ， 则 
U jy 0 if 
] 了 = | ?= ， 

2?。 设 4 为 正 交 阵 ， 则 |4|=1 或 -1 

3， 设 和 为 正 交 阵 4 的 特征 值 ， 则 |X = 了 工 即 入 = cosO 二 
i sin 旭 。、 特 别 当 4 为 正 交 对 称 阵 时 ，%= 十 1，( 见 p.203 例 


818,=| 


了 
1. 设 4 已 是 两 个 妈 阶 正 交 阵 ， 则 4B 和 4”"(mEz) 仍 
为 下 交 阵 


上 三 角 的 正 交 阵 必 为 对 角 阵 ， 巧 对 角 元 为 土 ] 
ey ) 
(一 ) 答疑 缚 
1. 4 是 正 交际 ， 4 全 4 是 不 是 正 交 阵 ? 
答 44 是 正 欧 竹 这 是 容易 验证 上 时， 再 看 4*. 
(A*)’'A*= (AV*A*— (AAN)*=E*=E, 
上 由 A* 也 为 正 交 阵 ， 
2， 正 交 阵 4 的 《相似 ) 标准 彤 是 什么 ? 
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答 ”存在 正 交 阵 Q@， 使 


和 
949= B, 1 
| 
Bb, 
其 中 刀 二 (Cs ein ) 
-sing cos 


和 证明 见 下 一 节 p.267， 
83， 正 交 阵 有 哪些 主要 的 等 价 条 件 ? 
答 至少 还 有 两 个 等 价 条 件 ， 
($j) 设 4=(a) 为 % 阶 和 扼 阵 定 义 IC 人 4 二 之 441 刀 | 
4 为 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 党 ?% 阶 实 方 阵 8, 池 有 
o(ABA’)=o(B8). 
先 证 必要 性 ， 因 为 o(B)=trB8'B， 所 以 
If4PB4 =tr(4B4) 4BP4)=tr(4 Ba4) 
=1(4-1B'BA)=t(B 8B)=o(B). 
再 证 充分 性 ， 设 4= (al co, ,as)， 先 取 B= 世 ， 则 
N=0o(B)=o(ABA')=o(44A')=o(4’'A), 
AA= D(a) + Bao)=n. (1) 
再 取 B=ees， 其 中 E14 二 (0.…0,] 了 ,0,…0)， 则 
o(AB,A')=0a(00)=0o(0 0) = (0 0)°, (2) 
由 充分 性 假设 ， 有 : 
ol(AB,A’)=o(B1)=o (e614)= (e180) = 1, (3) 
将 (8) 式 代入 (2) 式 , 得 (019;)? 二 Jj， 凤 40 二 Jj， 出 1 的 任 
意 性 以 及 (J) 式 ， 故 a40j= 二 0(i 宅 1)， 从 而 有 
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即 4 为 正 交 阵 ， 
(2) 设 A= (a,,) 为 % 阶 实 方 阵 , 半 二 (wi， 为 了 x 
复 和 矩阵 ， Y = (YY, Yo, ”1 Vs) 一 及 4， 咱 4 为 正 交 阵 的 充 要 条 
件 是 ， 对 任何 X 都 有 
Dg Daz. 
先 证 必要 性 .4 为 正 交 阵 ，44'= 避 ， 则 
Sy,gs= YY'= XAAR'= XT'= Twa,. 
再 证 充分 性 . 取 X=e=(0.…0,]0.…0), 则 了 =X4 
= (G1, "'， as) 由 充分 性 假设 有 
YY'= Pa?,=XX'=1. (1=],2,..…,%) 


再 取 X=el+es=(],1.0...0), Y= (q+ G21, Qi2 二 G22,***， 


Qn Gon) 


yy 一 SN (ai 十 Cor)2 一 2 十 台 Silaqisass = XX'=2 
A‘ 二】 j=1 


天 

二 
> dird2s=0 
k=1 


同 理 可 证 其 它 两 两 正 交 . 故 44'= 召 

4. 正 交 和 矩阵 4 的 特殊 值 还 有 哪些 性 质 ? 

(J) 正 交 阵 的 特征 值 只 可 能 为 三 种 ， 了 -了 或 ee= cosg 
+ isin 9. 而 且 复 根 两 两 成 对 ， 正 交 阵 的 实 特征 值 只 能 是 1 或 
-] (南开 大 学 研究 生 入 学 试题 ). 

(2) 由 上 可 知 ， 若 和 为 正 交 阵 4 的 一 个 特征 值 ， 那 么 
于 也 是 4 的 一 个 特征 值 
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(8) 若 正 交 阵 4 有 14|=- 了 于 则 4 有 特征 值 -1 ( 华 
中 师 大 研究 生 入 学 试题 ) .事实 上 , 设 入 ,…, 和 ,为 4 的 %n 
个 特征 值 ， 且 和,…, 和 ;= 二 14|= ~]. 设 入 为 4 的 复 特 征 值 ， 
则 入 也 是 ， 成 对 . 且 入 = 二 1， 因 此 ，4 不 可 能 只 有 特征 值 
和 成 对 的 复 特 征 值 ， 否 则 与 Ah.… 和 ,= -1 蔬 盾 . 

(4) 若 正 交 阵 ]4|=]， 且 %w 为 奇数 ， 则 4 有 特征 值 ] 
(山东 工业 大 学 研究 生 和 学 试题 ) . 事实 上 ， 有 和 1… 和 ,二 
J， 而 入 中 复 根 成 对 ， 若 4 只 有 复 特 征 值 和 特征 值 - i， 又 
% 为 奇数 ， 将 与 | 41 二 和 … 和 ,二 1 矛盾 . 

(三 ) 题 型 归 类 

] .验证 正 交 阵 

方法 有 两 种 ， 

(J) 利用 元 素 之 间 的 正 交 关系 . 

JJ/ 2 a 0 
b C 0 
问 a,5,c 为 何 值 时 ，4 为 正 交 阵 ? 
解 由 第 了 列 和 宕 ， 行 得 


例 】 设 4 一 


从 而 “= 土语 ，20= 十 7 
再 由 第 8 行 Bb 十 C=] ."。 C= 土 了 条 
由 第 ] 列 与 第 2 列 正 交 ， 记 可 ao+ be= 0， 所 以 a, 5, 中 有 两 个 


为 -7 沪 ， 另 一 个 为 - [时 ，4 为 正 交 阵 . 或 者 a5 一 c= 
1 日 
-计时 ， 4 也 是 正 交 阵 ， 


(2) 用 定义 验证 ， 即 验证 4'4=E， 这 是 常用 方法 ， 
例 2 设 4 是 一 个 反对 称 实 和 矩阵 , 证明 召 + 4 和 名 -~ 4 

都 可 逆 ， 再 令 B= (五 - 4)( 五 +4)-1， 证 明 B 是 正 交 阵 . 

证 由 于 反对 称 实 和 矩阵 的 特征 值 只 能 是 0 或 纯 虚 数 ， 从 

而 一 4 了 和 1! 都 不 是 特征 什 ， 即 有 有 / 

|[(- DE- 4 二 0， IB -A|*0, 
E+Al=(-1)"|-F- A|l*0. 
所 二 一 半 和 名 + 4 都 可 道 ， 男 外， 由 4'= -~- 4， 可 得 
BPB=[(E- A(B+AYIVTE- A) (E+ A)- 
= EF- A(B+ANE- A(BR+ A)- 
人 nF+A)B- = - A(RE+4), 
. B'B=E. 
<“， 利 用 正 交 变换 把 实 二 次 型 化 为 标准 形 ， 或 者 说 用 正 
区 了 距 将 实 对 称 阵 合同 于 对 角 阵 ， 这 在 上 上 一 章 已 经 讲 过 了 ， 不 
得 数 述 . 
3。 正 交 阵 的 性 质 
例 3 (中国 科学 院 研究 生 入 学 试题 ) 求证 不 存在 正 交 

陈 4,B， 有 A4?= AB+B?. 

证 浊 及 证 靶 ， 着 有 正 交 阵 4,8 使 上 式 成 立 ， 台 么 有 有 
4+B=AB-! 和 4- B= .4-1B? 

让 于 A422 和 471B? 仍 为 正 交 阵 ， 从 而 
P=(A+B)'(A+B)=2E + AB+B’'A, 
E=~(4-B)'(4- B)=28- A'B-B'A4. 

两 式 相 加 得 出 2 五 =45 ， 巴 盾 . 

4 和 4. 利用 正 交 阵 特征 值 的 性 质 
例 4 (兰州 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 小 4,2 者 是 % 阶 正 交 
14| 十 183|=0, 证 明 |4+B|=0. 
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证 由 设 知 14|= - 18|， 那 么 
14B-'|=|4|.1B8|-'= -] 
4B-…! 为 正 交 阵 ， 故 ~ 1 为 它 的 一 个 特征 值 ， 从 而 
0=|(-1)E-AB-!|=|-B-A|l.|B-!| 
=(~-1)"|4+B|.12" "| 
故 |4+B|=0. 
5. 两 个 实 对 称 阵 正 交 相似 的 条 件 
例 5 设 4,B 为 实 对 称 阵 ， 则 4 与 B 正 交 相 似 的 充 要 
条 件 是 4,B 的 特征 值 全 部 相同 (包含 重 数 也 一 致 ). 
证 设 有 正 交 阵 荆 ， 使 了 -14T=B， 那么 4 与 8 的 特征 
值 都 相等 ， 
反之 ， 设 4, 已 的 实 特 征 值 为 5 …,A%*， 那 么 存在 正 区 
阵 了 了 ，E 使 
T-1AT ~ diag (Mt, Ms) = BIBR, 
。。 S-1AS=B 
其 中 8= 《有 -为 正 交 阵 ， 
6. 正 交 和 抵 阵 的 代数 余子 式 ， 
例 6 (复旦 大 学 研究 生 人 学 试题 ) ”这 4= (co) 是 笃 
级 正 交 阵 ， 证 明 ， 
0 一 十 (4 的 代数 余 于 式 47) 
并 说 明 如 何 确定 其 符号 ， 
证 ”我们 证 明 
1 -| 当 |4|=] 时 
- 4， 当 |4j= -于 时 
因 14|=1, 由 44*=|14|E，, 4*=4-'=4'， 所 以 cy = 出) 
当 |4j=-]j 时 ，4*= -本 所 以 qj= ~ 4) 
7. 标准 正 交 基 与 正 交 和 撼 阵 ， 
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例 7 设 了 是 % 维 欧 氏 空间 ， cu ,as 与 Bi1,…, BB, 为 
TY 的 两 组 基 ， 且 
(B81, "ns Bs) 一 (01, 机 0n) 4 (J) 
则 ]J) Qi,…, a 为 标准 正 交 基 ; 
2) B1,…, Br 为 标 维 正 交 基 ; 
3) A= (gyy) 为 正 交 阵 ， 
三 条 件 中 有 两 个 成 立时 ， 忆 一 个 也 必然 成 立 . 
证 先 由 1)， 3) —>2)， 
(Bi, Bi)= avdi+ + OrnQn, 011C1 十 和 十 GayCn) 
一 Baas (2) 
0 ‘iay 
(Bs BN)={] sy 
EE Bi, 和 Bs 为 标 礁 正 交 基 . 
(Qi 0s ) -一 (BC)4- 
4-! 为 正 交 阵 ， 那 么 由 上 面 结论 得 证 cu …, a* 为 标准 正 交 
其 ， ” 
最 后 由 ]),2) 二 >3)， 由 (2) 式 故 


0 
全) dud = (BB Bs)= | 
k=1 


所 以 4 为 正 交 阵 ， 
8. 正 交 变换 与 正 交 隆 ， 
例 8 设 cao, 为 多 维 欧 氏 空间 了 的 一 组 基 ， ac 为 了 
CCfaeon) 一 (aen ) A 了 ) 


则 1)》 cl …，,as 为 标准 正 交 基 ! 
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isey 
t=7 


2) 4 为 正 交 阵 ; 

3) oka) (ca) 为 标准 正 交 基 ， 
三 条 件 中 有 两 个 成 立时 ， 那 么 另 一 个 也 成 立 . 而 且 这 时 cr 为 
Y 的 一 个 正 交 变换 . 

证 由 上 面 例 ( 可 知 三 条 件 有 两 个 成 立 ， 则 第 3 个 也 成 : 

任 取 了 中 两 个 向 量 


a= feat 二 han B=Uast t+ tno 
(Qo, 8) = kti(a1, Qi ) 十 + Kentn (an， Cn ) 一 Pkt 
(go (a),o(B))=k (G08), 0 (8)) + 
tkala(o (qn), (oa) = Dl 
“(go (4),o(B8))= (a, B)，o 为 正 交 变换 ， 
82 者 当 标 准 形 与 弗 洛 遍 尼 斯 标准 形 
(一 ) 内 容 提 要 
矩阵 通常 有 下 面 三 种 主要 标准 形 ， 
II， 等 价 标准 形 , 设 4 是 和 x8z 和 矩阵 ， 则 存在 到 阶 与 多 
阶 可 逆 阵 已 ，Q 有 
P4Q=( 
+_\0 


2， 合同 标准 形 ， 
(1) 设 和 4 为 复 对 称 阵 、 则 存在 复 可 北 阵 后 ， 使 


0 一 : A 
，)， 基 中 ?= 秩 (4) 


P'AP=( ” 小 其 中 r= 秩 (4) 


“(2) 设 B 为 实 对 称 阶 ， 则 存在 实 可 逆 阵 @， 使 
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已 。 
-EF 
0 | 
其 中 s 为 8 的 正 特 征 值 个 数 ，i 为 B 的 负 特 征 值 个 数 ， 且 
38++t 二 秩 ( 和 4)， 


3. 若 当 标准 形 ， 4 为 n 阶 复方 阵 ， 则 存在 可 逆 阵 志 ， 


QQ9= 


使 
v 
P-iAP = 


人 
A 
et i 1 阶 方 阵 ，i 二 1,2, ,3 
A 
和, ,和 都 是 4 的 特征 值 ，%91 十 … 十 1%, 二 1% 

4。 上 直面 Jordan 标准 形 还 可 改 述 为 任 党 % 阶 方 隆 4 一 
定 与 上 (或 下 ) 三 角 阵 相似 ， 其 对 角 元 为 4 的 全 部 特征 值 . 

(二 ) 答疑 辅导 

1T. 和 插 阵 的 等 价 、 合 同 与 相似 ， 这 三 者 有 什么 关系 ? 

答 合同 一 定 等 价 ， 相 似 也 等 价 ， 反 之 不 然 ， 因 为 无 论 
合同 或 相似 都 是 对 方 阵 而 言 ， 等 价 可 对 任意 握 阵 而 言 ， 即 使 
在 方 阵 时 ， 等 价 也 不 一 定 合同 ， 等 价 也 不 一 定 相似 . 

合同 与 相似 两 者 没有 什么 关系 ， 仅 当 可 道 阵 已 为 正 交 
备 时 ， 有 了 '4P=P-14P， 这 时 相似 与 合同 是 一 致 的 ， 

2， 什 么 岂 正 规 阵 ? 它 的 车 当 标准 形 是 否 为 对 角 阵 ? 

答 4 是 双 阶 复方 阵 ， 如 果 满 足 44=A44'， 则 称 4 为 
正规 阵 ， 

可 以 证 明 (辽宁 大 学 研究 生 人 学 试题 ) ”4 是 正规 阵 的 
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充 要 条 件 是 4 与 对 角 阵 西 相似 ， 

先 证 充分 性 设 有 西 矩 阵 鼠 ， 使 

U-14U=B, 
B 为 对 角 阵 ， 则 由 
BB=BB'=U-14A'U0, BB=U-14'AU, 

内 BB= BB 
可 证 得 44'=4 4， 即 4 为 正规 阵 . 

必要 性 ”用 数学 归纳 法 证 明 。 当 %=1 了 时， 结论 成 立 ， 
归纳 假设 结论 对 % -1 成 立 ， 再 证 % 的 情形 . 设 入 为 殷 的 
一 个 特征 值 ， 取 i 为 和 的 单位 特征 问 量 ， 令 
0 二 (a,…) 为 酉 矩阵 ， 则 


其 中 wx= (82…2。)， 则 61 仍 为 正规 矩 阵 ， 即 414= A4141， 


从 而 
和 入 一 和 和 十 ba + “十 0 0 


。。 bs= bs= .=b,=0. 
并 且 8'B=BB’. 由 归纳 假设 ， 存 在 %w-+ 阶 西 和 矩阵 WV， 使 


VBV=diag(As,…, 和 a), 令 D:=( y ) 及 UVU=UVUU,, 

则 如 为 酉 矩阵 ， 且 

U1AU= diag(M, Ne, , An) (1) 

其 中 为, 和，,… ,入 s 为 4 的 全 部 特征 值 ， 

3. 和 4 是 实 正规 阵 ， 它 的 正 交 相似 的 标 维 形 呢 ? 

答 设 殷 为 % 阶 实 正 规 阵 ， 如 果 讨 论 西 相似 ， 肯 定 还 
是 对 角 阵 。 现 讨论 正 交 相似 ， 设 它 的 全 部 特征 值 为 入,…:， 
Ar，i 二 G1 年 b12, ,We 二 4s 土 Di， 其 中 ?+25=%.。 则 存在 
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正 交 阵 @， 使 


Q'4AQ=| ~p 2) 


人 
其 中 Cr bs 
BbB,= 
(7 Ug 
这 就 是 实 正规 阵 的 标准 形 . 下 面 来 证 明 ( 纺 式 . 
由 (1) 式 知 存在 西 阵 如 = (Qa1…a,B1B1…B,B,) 使 得 
U-1AU = diag(%,, ", Ar, Hi, jw, 机 1 ) 
其 中 
A 一 和 Ao,04 为 实 向 量 。 (k=1,2,.…7)， 
AB,= upB, AB,= B， (J=1,2...8) 
取 
_ 必 十 局 此 加 
yy 1 一 17 训 s 2 一 pa 
则 Yis 7y2 为 实 癌 量 ， 且 
40i= (48,+4 启 ) 一 -7 (WBit mB) = G1y1 — biy2) 


AYys= bi1y1+ a1y2 
由 于 如 是 酉 和 矩阵， 可 以 验证 ， 


yi71=1, y%7y2=1, y14Bs=0, Byy'=0. 
类 似 处 理 其 它 成 对 的 jo, 和 B,， B:. 从 而 存在 正 交 阵 
QQ= (a Or, Yi ya 72s-1 Y21) 
使 得 
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Q-14Q= B, 
By 
4. 正 交 阵 A 的 三 种 标准 形 怎样 ? 
答 由 于 |4|= 士 1， 因此 4 等 价 的 标准 形 为 名， 
由 于 44'=4'4，4 是 正规 阵 , 则 4 西 相 似 于 对 角 阵 ( 武 
汉 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ， 且 对 角 线 元 素 为 它 的 特征 值 ，1， 
~1i 或 cos0 + sin0， 
如 果 要 求 4 的 实 相似 的 标准 形 ， 则 把 4 看 成 实 正 规 阵 ， 
由 上 一 命题 知 ， 存 在 正 交 阵 @， 使 得 
Eb, 


Q-14Q=Q'4Q= B, 


其 中 
cos 0 sing, 
人 ) (k=1, 2,...,1) 
-sinO, cos Os /， 
?十 8 十 2l 二 人 沪 。 
5。 什 么 叫 弗 洛 遍 尼 斯 块 ? 它 的 不 变 因子 是 什么 ? 特征 
多 项 式 呢 ? 
答 在 p.96 第 3 章 85 中 曾 介绍 过 ， 形 如 
0 0 ... 0 -a, 
1 0 .0 -ua, 
FI 0 1...0 -as (1) 


0 0 1 -qn 
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的 各 阶 方 阵 ” 称 为 弗 洛 扁 尼 斯 块 ， 


人 0 ... 0 a, | 
和 五 _ 太一 一 并 A vs 0 a, / 
O01 O00 


0 0. -TAX+on 


不 难 求 出 不 变 因子 为 1,…,1,dmn( 和 \)， 其 中 
dn(M)= IAB-F|=A"+ anA" + + GAt Go (2) 
为 下 的 特征 多 项 式 ， 有 些 书 上 称 (1) 式 为 弗 洛 扁 尼 斯 块 在 的 
友 阵 ， 县 ) 吾 -下 等 价 于 diag( 工 了,Q&n(X)) 
6， 什么 叫 弗 洛 扁 尼 斯 标 维 形 ? 
答 设 及 =diag( 记 ,下 ,…, 了 中,)， 其 中 每 个 为 弗 洛 
扁 尼斯 块 ， 则 称 型 为 弗 洛 扁 尼 斯 阵 . 
可 以 证 明 ， 任 何方 阵 4 必 相 似 于 某 一 弗 洛 扁 尼 斯 阵 ， 
事实 上 ， 设 多 阶 方 阵 4 有 不 变 因子 为 
本 ,di A), nA) (3) 
其 中 人 (和 A) 丰 ] (f= 十 1,…,%) 。 令 (和 ) 的 友 阵 为 上， 
且 以 =diag(Fiy4,…, 耻 )， 则 和 AB ~ M 每 价 于 
diag(1, ,I, der (NA), ,1, oe, ,ds(N)), 
从 而 BE - MM 也 等 价 于 
diag( 了 , ,1, dr (NA), ,Hn (A)). 
那么 4 与 于 有 相同 的 不 变 因 子 ， 所 以 4 一 虱 ， 
(三 ) 题 型 归 类 


1， 讨 论 矩 中 的 等 价 、 合 同 、 相 似 
例 1 (浙江 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 坟 
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同 8,，C,D 中 (要 说 明理 由 ) 
1) 哪些 与 4 等 价 ; 
2) 哪些 与 4 合同 ; 
3) 哪些 与 4 相似 ， 
解 了 了) B,C, DD 均 与 4 等 价 ， 因 为 它们 之 秩 都 等 于 


2) B 与 4 不 合同 ， 因 为 4 是 对 称 阵 , 而 8 不 古 对 称 


V2 0 0 1 
1 
“一 | 73 "va V2vV20 
1 -10 
则 C=XAX', A=YDY’ 


因此 CC，D 与 4 合同 . 

3) 4 与 8 不 相似 ， 因 为 |4i 寺 18|， 4 与 C 也 不 相似 ， 
因为 初等 因子 不 同 . 

4 与 D 相似 ， 因 为 初等 因子 相同 ， 

例 2 (吉林 工业 大 学 ， 江 西 师 院 研究 生 入 学 试题 ) 证 
明 所 有 % 阶 % -1 次 宽 零 阵 彼此 相似 ， 

证 设 4 为 医 零 阵 ， 且 满足 

A"~1=0, A:*0 (Kk<n-1) (1) 
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由 (]) 式 知 4 的 最 小 多 项 式 4.(%) 一 和 -从 而 

dM)= dN)=1, ds-(N)=N (2) 
由 此 可 知 ， 任 意 % 阶 %- 荆 次 罕 零 阵 都 具有 相间 的 不 变 因 子 
1 ,… ,和 和 下 彼此 相似 ， 


2， 求 套 当 标准 形 

例 5 《四 川 师 大 研究 生 入 学 试题 〉 求 
1 2 8 4 
0 1 2 3 

(C= 
0 .01 2 
Nn 001 
的 车 当 标 准 形 . 
解 


和 -了 -2 -3 -4 
0 A-1] -2 ~3 
— OO— p 
~ 0 0 A-1 -2 (%) 
0 0 0 A-1 


由 于 XE ~C 的 右上 角 有 一 个 3 阶 了 于 式 为 


-2 -8 -4 
入- -2 -8|= -4(A+1)A, 
0 A\-1 -2 
而 A-1 -2 -3 
0 A-1 -2|=(N\- 1)’. 
0 0 A-l 


所 以 Ds(M\)=1, 这 样 可 知 
di1(N\) =da(N) =A(N)=1, QA)= (A- DD.. 
初等 因子 为 (X~ 1)， 故 C 的 车 当 标 准 形 为 
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1100 
0110 
0011 
0001/: 
3， 求 变换 矩阵 
例 4 (复旦 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 
-5 1A4\ 
-1288 
-6 15/, 
己 知 它 的 三 个 特征 根 为 1, 1,1, 试 将 4 表 成 4=PJP-!, 其 
中 J 是 4 的 者 当 标准 形 ， 忆 是 变换 矩阵 ， 求 y,P 和 P-1. 
证 由 题 设 知 | 和 ~4|=(%~ 1 了 ,从 而 4 的 最 小 多 项 
式 只 能 是 入 -1,， (和 -1 了 ?或 (%-1)?. 经 验算 知 最 小 多 项 式 
da( 和 A) 二 (入 -了 ?从 而 gd1( 和 A) 二 1，d2( 和 ) 二 入 -1， 故 


A= 


0 0 
0 0 11/. 
没 人 P=(@,0,03)， 由 PP-14P=J， 则 
] 0 0 
A(@i, 2, 03) = (a1, 02, os)l0 J ) 
0 0 1), 
那么 ， 先 求 出 入 ==1 的 一 个 特征 向 量 为 (1,6,0), 令 
1] 1 0 
有 一 16 0。 
0 7 %, 


由 4P=PJ， 解 出 


WS=% = We=1], vw, 一 -1:1， 03 一 人 ;一 分 ， 
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所 以 


1 11 -5 1 8 
a _1 中 |- 1 4 
0 21 J2 -2 -7/ 


4。 弗 洛 扇 尼斯 标准 形 


例 5 设 
1 -80 8 
-9 6018 
A= 
0 -31 8 
-1 20 8 
求 4 的 弗 洛 扁 尼 斯 标准 形 与 若 当 标准 形 . 
解 ” 先 求 出 和 EE - 4 的 不 变 因子 为 
1 1 和 -了 
M15%+28A -19= (NA-1)(A-7+1 50) (NA-7 -50) 
故 和 的 若 当 标准 形 为 


diag(l1,1,7+y80,7 - 1A80)， 
的 弗 洛 扁 尼 斯 标准 形 为 diag( 了 ,了 ，)， 其 中 


0 0 19 
f= (1)., a 0 -到 


0 ]5/ 

5， 凯 莱 定 理 的 另 一 证 明 

例 6 〈 北 师 大 研究 生 人 学 试题 ) 令 4 是 复数 域 上 n 阶 
方 阵 . 

1) 证 明 ，4 相似 于 一 个 上 三 角 阵 

2) 令 f( 和 ) 是 4 的 特征 多 项 式 , 证 明 f(4) = 0 (不 许 用 
饥 莱 定理 ) 

证 1) 由 车 当 标准 形 即 得 证 明 . 
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2) 设 4= 了 :diag(J 7) (1) 
其 中 


为 WV x ri 若 当 块 . 故 
f= 1B - AI=CN -AD) "(NA)" (2) 

由 1) 式 知 

(A-AE)"=T-ldiag(0, * we ， 率 )T 

(A- ME):=T-ldiag(* ,0,., * )T 

(A~AE)™=T- diag( * , ,0)T 
将 它们 相 乘 得 

f(A)=(A- hE)" (A- NE)" 

=T-idiag(0, ,0)7=0. 


8$3 和 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 


(一 ) 内 容 提 要 

1, 设 4 是 多 阶 方 阵 ， 则 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 
4 有色 个 线性 无 关 的 特征 回 量 ， 

2. 设 4 是 % 阶 方 了 泗 ， 且 4 有 %* 个 不 同 的 特征 值 ， 那 么 
4 与 对 角 阵 相似 ， 

3. 方 阵 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 的 初等 因子 都 
是 一 次 的 ， 

4. 设 方 阵 4 的 特征 多 项 式 可 分 解 为 : 

[AE - A|= (A- A) A- Ne) A NA) (1) 


273 


dim Vi =t, (i=1,...,8)., 
则 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 7?,==t (?= 工 ……8),， 换 名 
话说 ， 几 何 重 数 都 等 于 代数 重 数 ， 
5. 设 4 的 特征 多 项 式 由 () 式 给 出 ， 则 4 与 对 角 阵 相 
似 的 充 要 条 件 为 
秩 ( 和 NE- A)=%-?r,, (t=],....,8). 
这 里 7?, 是 入 的 重 数 ， 
6. 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 对 任意 ww， 有 
秩 (w1 -4)= 秩 (wi ~ 4) . 
7. (厦门 大 学 ， 新乡 师 院 研究 生 入 学 试题 ) 4 与 对 角 
阵 相 似 的 充 要 条 件 是 对 4 的 任意 特征 值 和， 有 
秩 (XZ- 4)== 秩 (A 4)?. 
8. 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 数 w， 下 面 
两 方程 组 同 解 ， 
(wl - A)X=05 (wi- A):XA=0. 
9，4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 ， 对 4 的 任意 特征 值 
入 ， 于 面 两 方程 组 同 解 ， 
(A - A)X=0 与 (MA - 4)?X=0. 
10. 设 4 是 多 阶 方 阵 ， 了 =C" 是 w% 维 复 向 量 空间 ， 
则 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 数 入 ， 有 
(AT- AYV NO- A)-1(0)=1{0), 
其 中 (A -A)V={(M- A)ala€EV}, 
(NM A)-1(0)={al|(M- 4)a=0}, 
或 (MM - A)-1(0)={a|Aa= Na}. 
11. 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 ， 对 4 的 每 一 个 特征 


值 入 ， 有 
(A — AYV N CM- A)-1(O0) = 10). 
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J2.〈 华 东 师 大 ， 福 州 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 4 与 对 角 

阵 相似 的 充 要 条 件 是 它 的 最 小 多 项 式 无 重 根 ， 即 
(dQ.(A), dh))=1. 
]3. 设 g( 和 ) 为 4 的 零 化 多 项 式 ， 且 
(9(X) ,9 (NA))=1 

则 4 与 对 角 阵 相似 ， 

14, 设 f(A) 二 | 和 A- 4 ，d (NA) 为 4 的 最 小 多 项 式 ， 则 
4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 


4 下) 
成 了 并 ， 
15. 设 4 是 多 级 对 称 和 矩阵 ， 则 存在 双 级 正 交 和 矩阵 了 ， 
使 得 
V’'AV= diag(Ni, Mes, hn) 
其 中 为, 和 hz,…, 和 hs 为 4 的 全 部 特征 值 ， 
以 上 命题 的 证 明 ， 有 兴趣 读者 ， 可 见 参考 文献 [165j. 
(二 ) 答疑 辅 写 
]. 设 4 可 对 角 化 ， 怎 样 求 P， 使 P-14P 为 对 角 阵 ? 
答 ” 求 P 的 方法 一 般 有 2 种 
1) 上 先 求 4 的 % 个 特征 值 ,和 %,…,%( 可 能 有 相同 的 )， 
再 求 相 应 的 % 个 线性 无 关 的 特征 向 量 01,02,…,0+， 令 P= 
(ai…as) 则 已-14 忆 三 diag(Xi Na , An). 
2) 也 可 以 用 解 方程 组 的 办 法 . 举 一 个 例子 . 设 


] 2 0 
A= 人 | 求 出 4 的 特征 值 .= - 1,%‰=8.。 再 设 


风 wv 
P= ( 1 ")， 则 由 -14P=diag( -1,2) 可 得 
Ws NW, 
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] vw %, WI Wa\/—] 
(2 1)(» 人。 » )( 0 5) 
了 
可 得 解 0 二 1,% 二 1, 6 二 -10 二 1， 则 P=(_- 中 

2 上述 是否 叭 一? 

答 不 是 唯一 的 。 比 如上 面 例子 中 令 R=(， _,) 则 
RiAR=diag(3, - 1). 

再 比如 4 是 4x4 和 矩阵 ， 设 入 = 和 二 2， 和 hs 二 入 二 -1, 其 
相应 的 4 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 Qi,02,03,04， 则 令 
P=(01,02,083,04), B=(a2,01,08,04), H= (01, 02, 0;, 03), 
了 二 (02,01,04,03)， 都 有 
PiAP=R-iAR=S-!1AS=T-IAT=diag (2,2, -1, -1). 

3， 能 否 用 初等 变换 把 4 化 为 相似 对 角形 ? 

答 可 以 , 但 不 简便 . 因为 P=EBBs…B, 时 ， 忆 一 
E-1...E-1, 于 是 P-1AP=E-1..EilAB...E,, 人 Bi'AE, 
远 不 及 名 ,4E! 简便 ， 故 不 便 使 用 初等 变换 ， 

4， 相 似 和 矩阵 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 性质 很 多 ， 不 可 能 全 部 列举 ， 和 营 用 的 有 以 下 几 条 ， 
感 兴趣 读者 可 以 月 已 证 明 ， 

1) 4~ 吾 则 丰 4) 一 f(B) ， 其 中 fo) 为 任意 多 项 式 ， 

2) 4~B 则 | 和 BB- 4|=1XB - 8， 好 特征 多 项 式 相 等 ， 
此 性 质 之 逆 并 不 成 立 ， 

3) 4=diag(4 A,,.…… ,A,), B= diag(B,B,,. ,8B.,), 
A~B (t=1,2,…,m) 则 4~B.， 

4) 4 是 % 阶 方 阵 ， 则 4~4， 

5) 设 4 是 % 阶 可 逆 阵 ， 则 下 面 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

1) A~diag (NM, ,An); 
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11) A-1~diag (a) 

i113) A* ~disg((AL, 本 ,1). 

1 与 ij) 等 价 是 容易 的 .我 们 证 明 i) 与 iii) 等 价 . 

设 4=T-idiag( 和 1,… ,hs)T， 由 于 4*=|1414-1， 则 


A Tdiag (Ts) 47g (AL, 


反之 , 设 4#=S Idiag(ai ao) ,由 于 4= 141(4+) 一 
则 
(4*) -1 一 S-idiag(2， ‘os 二 )s. 


ds 
4= 51giag(! A ,141 )s. 
Un 


6) 4A4~diag(B1,…,B,)，f,() 为 5B, 的 特征 多 项 式 ， 
f (AN) 为 4 的 等 征 多 项 式 ， 则 (和) = 有 (和 )…f( 和 )， 

7) 4~diag(2B 2BJ)， 则 4 的 最 小 多 项 式 为 了 ，2， 
为 最 小 多 项 式 的 公 倍 式 

8) 设 己 -4P=diag(NiXa ,和 ha)， 其 中 = (a1，…， 
Gs) ， 则 入 i，,… ,和 为 4 的 特征 值 ，01,… ,a 分别 为 4 属于 
A1， ,Aa 的 特征 向 量 ， 

任意 % 阶 方 阵 勾 ,在 复数 域 中 均 相 似 于 一 个 上 《或 下 ) 三 
角 阵 ， 其 对 角 线 元 是 4 的 4 个 特征 值 . 

(三 ) 是 型 扫 类 

1 判断 矩阵 是 否 与 对 角 阵 相似 . 

主要 利用 本 节 内 容 提 要 的 一 些 方 法 ， 其 中 用 得 最 多 的 有 
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以 下 几 种 ， 

(1) 利用 堆 化 多 项 式 无 重 根 

例 1 (新 壮大 学 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 4 是 % 阶 复数 
方 阵 ， 且 有 正 整 数 mm， 使 4"= 名 ,证 明 : 

1) 4 与 对 角 阵 相似 ; 

2) 4 的 所 存 特征 根 都 是 m 次 单位 根 ， 

证 1) 由 4"= 恕 知 4 有 和 盐 化 多 项 式 g( 嫉 = 二 w”"~1 但 
g (wm) 无 重 根 ， 故 4 相似 于 对 角 阵 ， 

2) 再 设 和 是 4 的 任 一 特 值 根 ， 由 4"= 召 ， 则 "=1， 
即 证 入 为 m 次 单位 根 ， 

(2) 利用 特征 值 特征 问 量 

例 2 (日 本 东京 工业 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 


-6b6 
1) 试 求 4= | _4 5 ) 的 四 全 特征 辣 量 ; 


2) 试 求 C714C 成 为 对 角 阵 的 满 秩 和 矩阵 C; 

3) 试 求 42"(% 是 整数 ) 

解 1) j 和 AB -4|= 和 -1， 则 4 的 特征 值 为 1]，-1. 

再 求 出 属于 特征 值 1 和 -1 的 特征 向 量 为 a= (1, 1)， 
B= (8, 2). 


CG 1 8 | C-i1AC= ] 
2) 令 = (0%,8)= 1] 9 ; 出 一 A 


3) (C-14C)*"=E, .. A:*"*=E. 

(3) 利用 若 当 标准 形 

例 3 《东北 工学 院 研究 生 入 学 试题 ) 若 方 阵 A#0， 4 
=0 (5 为 某 一 正 整 数 ) 则 4 不 能 相似 于 对 角 阵 ， 

证 由 假设 知 4 的 特征 值 全 为 0 则 
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4= Z -ldiag(vyi， sus ,J 
其 中 


为 %, 阶 若 当 块 (i==1,2.…s)。 由 于 4 六 0, 故 至 少 有 一 个 人 衬 
]. 从 而 4 不 能 相似 于 对 角 阵 . 

(4) 利用 最 小 多 项 式 

例 4 (黑龙江 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 皇 阵 


-3 -9 -2 
4 一 ] 8 4 
0 vv ] 


能 否 相似 于 对 角 阵 D? 如 果 可 能 , 试 求 出 D, 并 求 出 使 
7T-14T=DD 的 可 逆 阵 7. 


解 入 十 3 9 一 12 
人 五 -4=|-] 了 了 i:,-3 1 
0 0 NA-] 
其 中 有 两 个 子 式 互 素 
入 十 世 站 一 和 -TDO 3) 
-了 入 -3 | 0 A\-] : 


敬 (和 )=ads(W)=1, dM)= 1AB - A|=M(NA- 1). 
4 的 最 小 多 项 式 4,( 和 AX) 有 重 根 ， 故 4 不 相似 于 对 角 阵 ， 
2. 证 明 两 矩阵 相似 
例 5 (同济 大 学 研究 生 和 学 试题 ) 设 


] ca O00 
A=Ia1 8|, 0 
] 8 002 
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相似 . 
1) 求 a, Bp 
2) 求 正 交 阵 P, 使 P-14P=B. 
解 1) 因 4~56, 所 以 14|=18|，, 解 得 a=6. 再 算出 
[AB - A|=% -8X +29(1 -a?),, 
IAB ~ BI|=N - 3X2 十 21， 
但 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 则 a=0.， 


101 
or 
1 01 


再 求 出 4 的 属于 0，1，32 的 3 个 单位 特征 癌 量 


了 i 

T 2 9 V2 

41 二 0 ,, me 一 | xs 一 | 0 
1 | 9 | 1 

-ZE 0 (7 


令 忆 二 (oy，4。，a03) 则 
P-14P=B=diag(0,1,92). 

例 6 (复旦 大 学 研究 生 入 学 试题 ) gx? 实 皇 阵 4 和 8B， 
证 明 , 4 和 BB 实 相似 的 充 要 和 条件 是 4 与 8 复 相 似 ， 

证 必要 性 显然 ， 下 证 充分 性 . 设 4 与 8B 复 相似 ， 即 
存在 复 可 逆 阵 了 =R+t@,， 使 B= 了 72-7141， 其 中 R 和 他 都 是 
% 阶 实 方 阵 ， 由 8= 4T， 得 

AR= RB, AQ= QB. (1) 
再 | 了 | 二 | 有 R+iQ| 上 0， 故 |BR+ 和 AQ| 不 是 零 多 项 式 ， 因 此 在 
复数 域 上 仅 有 有 限 个 根 。 从 而 存在 实数 cs， 使 |R+a8@| 二 0， 
令 忆 =R+aQ， 使 PP 为 实 可 逆 阵 ， 再 由 (1) 式 得 
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4P-AR+aAQ=RB+aQB=PB, 
P-14P=B. 


$4 ”和 矩 隆 分 解 


(一 ) 内 容 提 要 

矩阵 分 解 是 指 一 个 已 知 矩 阵 分 解 为 若干 个 满足 一 定 条 件 
的 矩阵 之 积 或 和 ， 

等 价 分 解 ” 设 mxn 知 阵 4 的 秩 为 "， 则 存在 可 逆 阵 让 


和 Q@@， 使 得 
Eb, 
-P| jh 
0 
(二 ) 答疑 辅导 


1。 什么 叫 满 秩 分 解 ? 

满 秩 分 解 〈 兰 州 大 学 研究 生 人 学 试题 )》 设 mx%n 和 矩阵 
4 的 秩 是 ">0， 则 存在 和 xy 列 满 秩 矩阵 G,， ?x% 行 满 秩 
矩阵 妃 ， 使 得 4=GH. 

事实 上 ， 存 在 和 阶 和 旬 阶 可 首 阵 二,@， 使 从 


E, 


其 中 ce- 


秩 (G)=?= 秩 (HH). 
3. 什么 叫 极 分 解 ? 
极 分 解 ( 华 中 师 大 ,南京 大 学 ,东北 师 大 研究 生 和 学 试题 ) 
任 一 实 满 秩 阵 4， 都 可 以 分 解 为 4=BC， 其 中 已 为 正定 阵 ， 
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C 为 正 交 阵 ， 或 好 为 正 交 阵 ，( 为 正定 阵 . 
事实 上 ，4 满 秩 ， 则 44' 正定， 从 而 存在 正定 阵 总 ， 使 
得 44’=B?. 今 C=B-14, 则 4=BC. 而 
CC’'=B-i1AA'B-*1= bE, 


即 证 C 为 正信 阵 . 

另 一 同 理 可 证 . 

4。 什 么 叫 QBR 分 解 ? 

QR 分 解 ” 任 一 实 满 秩 阵 4， 都 可 分 解 为 一 个 正 交 阵 与 
一 个 主 对 角 线 元 都 大 于 0 的 上 三 角 阵 之 积 . 

事实 上 由 于 4 的 列 向 量 线性 无 关 ， 用 Schmidt 正 交 化 过 
程 知 4=BC， 其 中 如 为 正 交 阵 ，( 为 主 对 角 线 元 都 大 于 0 
的 上 三 角 阵 . 

5。 什么 则 双 三 角 分 解 ? 

双 三 角 分 解 设 4 是 正定 阵 ， 则 4=B'8, 其 中 8 为 
主 对 角 线 元 全 为 正 的 上 三 角 阵 ， 

事实 上 ， 由 4 正定， 则 4=CC ， 其 中 |Cli*0. 由 hE 
分 解 ， 则 C'=@B8， 其 中 Q@ 为 正人 次 阵 ，2B 为 主 对 角 线 元 全 为 
正 的 上 三 角 阵 ， 则 

A=CC’=(QB)' (QB)= 28'8, 


这 样 的 分 解 也 是 唯一 的 . 

6. 什么 叫 双 对 称 分 解 (Voss) ? 

双 对 称 分 解 〈 华 东 师 大 ， 中 山大 学 研究 生 和 学 试题 ) 任 
意 复方 阵 4, 都 可 表 为 两 个 对 称 阵 之 积 ,其 中 至 少 有 一 个 为 可 
逆 阵 ， 

事实 上 ， 由 Jordan 定理 知 ,存在 可 逆 阵 书 使 4=P-'JP 
其 中 J=diag (J 14,Js,…,],) 为 准 对 角 阵 . 且 
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A: J 
di = i -or (k=1,2,...,8) 


人 
] 
其 中 Q.= te ， "| oe 
人 ] 
不 难 验证 @:，Ri 均 为 对 称 阵 .上 且 Ri 为 可 逆 阵 ， 所 以 
几 二 [QQ QR Rs, R= BC 
其 中 B==[Q1,…,Q@s:]，C=[R1i,…,R,] 为 对 准 角 阵 . 
. A= (PBP')((P')-ICP-!) 
PBP' 与 (P71)'CP7i 均 为 对 称 阵 ， 且 后 者 可 六 ， 
7. 御 么 叫 奇异 值 分 解 ? 
奇异 值 分 解 ( 天 津 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 4 为 nxm 
实 和 矩阵， 则 存在 %w 阶 正 交 阵 Q@ 和 m 阶 正 交 阵 卫 ， 使 得 
D 0 
4=P(, oj) 
其 中 D=diag(4di,…,4d,),? 二 秩 (4)， 4d,>>0(i=1,2.…7) 
事实 上 ， 由 于 44’' 半 正 定 ， 从 而 存在 名 阶 正 交 阵 忆 ,使 


本 入。 
与 J 为 同 级 方 阵 . 


得 AA'’=Pdiag(hi, ,Ma)P', (1) 
由 于 秩 (4)= 秩 (44')=?= 秩 (diag(h1,…, An))。 不 失 一 般 
性 ， 设 


和 和 >>0， 和 一 … 一 和 mn 一 0. 
令 册 二 | 入 (1=1,2,…,7?)， 由 (1) 式 得 
P'AA'P=diag(D?, 0) (2) 
将 书 分 块 ， 令 P= (Pi,P,)， 由 (2) 式 


» 
44 = (Pi，Pa)diag (D?, 0) (5,)=PiDP. (8) 
2 
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泪 于 己 为 正 交 阵 ，P 忆 已 = 到， 用 忆 左 乘 ， 己 右 乘 (3) 式 两 
电 得 
P'AA'P= D7. 
yy 则 VY, 为 7 xm 人 入 际 ， 匡 
Vi= (DP'A)(D-IP'A)'=B 
焰 为 PP’'=&， 圳 往 PP'+ PP,=E 因而 
(EB -PP')A4=P.P'A=P,DDP'A= PDY'! 
A=P,DYV! + PaPid (4) 
由 于 秩 (P'4)=7?，P'4%=0 有 m-7 个 线性 无 关 的 解 ， 将 它 
们 正 交 化 后 ， 构 成 mx (m ~?) 知 阵 V,， 这 样 
PAV,=0, PAV,=0, ViV,=E (5) 
令 Q@= (Vi， 玉 )， 岂 于 殉 一 D7 让， AVs=0, 从 而 Q@ 为 正 
余 隆 ， 用 由 (3) 式 知 
0=P'AV,=P AP.D-', 


(4) 式 
paQ= (5 ) POV PP (VV) = (0 - 
DD 0 
41=P(, ))e 


8， 什 么 叫 谱 分 解 ? 
谱 分 解 ” 设 4,、， 与 对 角 阵 相似 ， 划 


= 之 和 ;04 褒 ， 


8 | =] 
i 一 0 ii 


其 中 和,.…, 和 为 4 的 全 部 特征 值 ( 称 为 谱 )，a 为 站 关于 和 
的 特征 向 量 ，B, 为 4 关于 入 的 特征 向 量 . 
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事实 上 ， 由 假设 存在 可 逆 阵 了 = (wm , …,as)， 使 得 
A=T diag(A,**, An) TT 
令 (7 1)'=(B1…B,)， 那 么 
A=(@1 on ) diapg (A eo, Aha) (CBI Ba) 


一 VN,0,8'. 
考研 
出 k=T“T= (Bi Bsa) (qe0;), 可 得 
1 i=7 
Bias={ ， 
0 i 


由 AT 二 Tdjag (和 1,…, 入 s)， 即 
da 一 ja， (一 2 和) 
wo 为 4 关于 入 的 特征 向 量 . 
4 一 (人 -Drdiag( 和 人 7， 
A(T™) = (TI) dag(N Na)， 
A'B=MNMB, (i=1,2,.%,n) 
B84 为 4' 关于 入 的 特征 向 量 . | 
注 ” 当 4 为 实 对 称 阵 时 ， 则 4 的 谱 分 解 式 为 = 


A= INaua 
t=1 


其 中 m 为 4 关于 入 的 特征 向 量 . 

因为 当 4 是 实 对 称 时 ,了 为 正 交 阵 , T= (w…as), 了 -= 
7 一 (a…as) 。 即 上 面 的 B81/=ai(iE1,2,.…,%). 

9. 什么 叫 宪 零 对 角 分 解 ? 

村 办 对 角 分 解 〈 浙 江 大 学 ， 华 中 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 
没 4 为 % 阶 方 阵 ， 则 4 二 B+C， 其 中 B 相似 于 对 角 阵 ，C 
为 短 零 阵 ， 且 BC=CB. 

事实 上 , 由 Jordan 分 解 知 4=T 'JT， 其 中 J=diag(J1… 
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4 ,)J 为 主 对 角 线 之 为 % 的 上 三 角 若 当 块 ， 令 
0 i 


C=d,— NE = [ ee (1=].,2.....8) 
0 


不 难 证 明 ， 存 在 使 
C1=0 (f=1,9,.,8) 

故 C, 为 昨 零 隆 . 令 C=T-idiag(01,…,0,)T， 那 么 0 也 是 
第 零 阵 . 

再 令 B=T- diag( 和 B11，… .入 ) 了 TT， 则 8B 相似 于 对 和 角 
隆 ， 且 B+C=4， 

BC=0B=T-idiag(MO1, ,AONT, 

(三 ) 题 型 归 类 

1， 和 矩阵 分 解 的 应 用 

例 1 【成 都 科学 分 院 ， 甘 肃 工 业 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 
设 4 是 秩 为 7 的 mx% 和 矩阵 ， 证 明 

1) 存在 非 奇 异 人 矩阵 了 ， 使 了 4 的 后 rm~? 行 爹 为 零 ; 

2) 存在 非 奇 蜡 先 降 Q， 使 4Q 的 后 %-? 列 全 为 霍 . 

证 ”由 假设 和 等 价 分 解 ， 则 在 在 非 闸 异 阵 了 和 Q&2, 使 得 


ee 


; 0 /Q& QO 
1) PA4= (rr 0 4 = (。 elo) | 


b, 
2) 4Q=P"! (。 ) ] = (P,. | 0)= Ce 


2， 其 它 分 解 
例 2 (山东 师 大 ， 东 北 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 4 为 
% 阶 正定 阵 ， 则 可 找到 一 个 可 送 的 实 对 称 阵 已， 使 4=B?. 
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证 明 见 P.238 第 七 章 83 答疑 辅导 1， 
3。 计 算 分 解 


例 3 《南开 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 将 
] 0 2 


1 2 8 


分 解 为 4 二 QR， 其 中 Q@ 为 正 交 阵 ，BR 为 上 三 角 阵 . 
解 令 4=(a, as,， 03)， 其 中 为 4 的 列 向 量 ， 用 


Schmidt 正 交 化 方法 . 令 
1-1-2 


B 
3 
(Bi1,B: Bs)= (aaz, as) 0 1 -了 


(yi 72, 73) = (Bi, Bs, Bs) 


Ce 


其 中 1 
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为 正 交 阵 ， 则 


A= (1, 3, Cs) 


， 4 1 5 、 -1 
区 1 -] | 
1 1 i 
=(Y1,Y2,73) 1 9 0 1 2 
6 10 0 1 
一 全 下 
其 中 
加 
/i -1 -gv | 
: | 
| “1H 
| 
: LA 
0 0 1 oF 
83 
V8, 
| 
“|? V2y3 
5 
0 s 
为 上 三 角 涟 


85 绿 合 题 


例 1 实 一 次 型 (1,…, oo) 一 下 ,4 的 矩阵 4 非 异 ， 
证 明 ，f 可 用 正 交 变 换 化 为 规范 形 的 充 要 条 件 是 4 为 正 交 
阵 ， 

证 必要 性 设 f 经 正 交 变换 全 =TY 化 为 规范 形 
y'BY， 其 中 B=diag(1,…,1, -了 …--]). 则 

B=7T’'AT, A=TBT'. 


族 


wf 


{=TPT'TBT'-: TET'-E. 
册 4 为 正 交 星 ， 
充分 性 ”二 是 正 交 阵 ， 又 是 对 称 阵 ， 浊 
A2?=— A’A=E 
从 而 4 的 特征 值 上 只 能 古 1 或 ~1。， 从 而 存在 正 交 阵 T 了 ， 使 
T'A4T=diag(1,…], -了 -])， 则 令 下 =TY. 
f= CTY) ACTY)= Ydiag(l, ,1, m1. 1)Y 


即 为 规范 形 . 2 
{ 4 
i 一- 下 重 志 本 
例 2 设 8=( 0。)， 求 B"(n 为 正 整 数 )， 


解 ” 求 出 BB 的 不 变 因 子 为 1，(%- 了 )?， 则 B 的 共 当 标 
准 形 为 J/=(， ,)， 设 可 北 阵 P=( ) 
0 1 cc 4 

P-LIBP=,) 或 BP=PJ (1) 


由 (1) 式 8，J 已 知 ， 解 线性 方程 组 求 出 一 组 解 
d= -2, b= -1, c=3, d= 


yy-2 -J 
P=( 小， 


则 
pf WP /bn+1 dn 
BEI -P(, 1)? =- (gn 1-6n) 
b 
例 3 设 4=(。 ，) 为 实 方 隆 ， 则 它 一 定 相似 于 下 列 和 
隆之 一， 


5-(， 小 c-(0 小 ， p=( 由 (_。 ,)=* 


其 中 入 ， 上 以， 均 为 实数 ， 
证 设 二 的 车 当 标 准 形 为 4， 妆 二 有 网 个 相间 实 根 对 ， 
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则 J 一 B 或 J=0C. 
:4 4 有 两 个 不 等 实 根 时 ，J/ = 2D. 
“站 有 两 个 复 特 征 根 入 ,和 时 ， 则 
MM=Atih, N=NA-ih 
其 中 入 ， 风 为 实数 . 设 & 为 4 属于 入 的 复 特征 向 量 , 则 a 是 
4 属于 加 的 特征 向 量 . 再 令 


| .. 
=at+a, y= (a-a) (1) 


则 | B, Y 均 为 实 问 量 ， 由 于 ww， Q 线性 无 天 ， 则 | B, Y 也 线 


性 无 关 . 且 
AB= Aa+t+ Aa= Nat Na 


=A(at+a)+r，i(a— oa) 


=AB- HT (2) 
47y 一 凡 C 十 入 7， (3) 

z i 

4(B， 7)=(8.7)(_, ,) 
令 P=(8,”Y), 
和 A 
P-i1AP>=— 
( 小 


例 4 《日 本 早稻田 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 %* 阶 复 正 
规 阵 4= (oa ) 的 特征 值 为 XXXas， 则 
>> l= lasl’. 
证 4 是 正规 阵 ， 由 p.264 本 章 82 答疑 辅导 2 的 正规 阵 
的 标准 形 知 , 存在 西 信 了 泗 U， 则 
U-i1AU = diag(N\, NM," Nn )., 
U-i1A'AU=(U-!1A'U}(U-1iAU) 
一 diag( 和 Ia， 2 入 sn) 
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一 diag( A}, ,| A |:) 
> [Nl2= tCU-1A'4U0)=trA’4 
一 它 ， | cyc| 


例 E (吉林 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 和 为 正 交 阵 ， a+ 
iB 为 4 的 特征 值 ，2Z+?9 为 相应 的 特征 向 量 ， 班 明 : 

1) e+ 8’=1; 

2) 当 B*0 时 ， 2’'y=0, 2 w=y'y. 

证 1) 由 正 交 阵 特征 值 的 模 等 于 工 , 邑 证 oo 二 86*=1. 

2) 仿 上 题 可 证 ( 即 (2)，(3) 式 ) 

AX=a%— By, Ay=ay+ BY 
000 一 02440= (ax’ ~- BY')(ax- BY) 
~QW'W + BY Y - 2a8% Y 

由 a?+B?=1,B 夺 0 则 


- BYE+ BY Y=2a8% 1 (1) 
再 VYy= (a - BY')(ay+ BY) 
一 2012 十 BO - oaBY'Y — BI%'Y 
0820-a8 y=—2BY y (2) 


ax(])+(2), 得 ,y=0. 
再 代入 (QD) 式 ， 得 2=Y'Y， 
例 6 《湘潭 大 学 研究 生 和 人 学 试题 ) 设 复 和 矩阵 


12 0 0 
A=E a 2 | 
b ce 一 


问 和 矩阵 4 可 能 有 什么 样 的 车 当 标 准 形 ? 并 求 4 相 似 于 对 角 阵 
的 充 要 条 件 . 
解 4 的 车 当 标准 形 只 有 两 种 ， 
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2 0 0 2 
1] 2 


J 一 0 | 或/ = 2 
0 0 -] —] 
4 相似 于 对 角 隆 专 过 4 有 不 变 因子 1, 和 -2,(%-2)(A+1) 
则 
入 一 芭 0 0 
AE ~ A=| -a 入 一 2 0 
一 声 ~ 六 十 了 


由 于 22( 入 ) = 二 入 一 2, 所 以 必须 
| -a A-2 ac+6(A- 2)=k(N- 2), 
~-b -ee | 


-0 0 _ 


-bbA+]| 
a 一 心 ， 
旺 半 相似 于 对 和 角 和 阵 的 充 要 条 件 是 a 二 0. 
例 7 《武汉 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 4 为 实 满 秩 隆 ， 
求 让 ， 存在 正 交 阵 人 ,QQ@ 使 
PIAQ=diag(Ni, Ns) 
其 中 二 0(2== 1%, ,和 )， 
证 < 满 秩 ， 则 44 为 正定 阵 ， 存 在 正 交 阵 人 ,使 
P(AA')P =diag(1, ,Hn) 
其 中 以, 二 0(f 一 3,2, ,1). 再 令 和 N=V >0. 
C=diag(Ni, ,Ns) 
P'AA'P=C: 
再 令 Q@=41PC-!, 册 
Q'Q=C-IP'AA'PC-1=E 
即 @ 为 正 交 阵 ，P-L4@=P'4(4PC-D=CzC-i=C， 
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第 九 革 ”线性 变换 


81 定义 与 性 质 


(一 ) 内 容 提要 

]， 设 cc 是 线性 空间 7 的 一 个 变换 ， 如 果 满 中 条件 ， 

(]) ogo(at+B)=o(a) +o0(B),va,BEV,) 

(2) o(ka)=ko(a), KEP.aEV 
虽 称 oc 是 V 的 一 个 线性 变换 ， 

2， 设 cz 是 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ， 则 ce 是 线性 变换 
< 生 信 对 Ya,BETY ,KEP, 有 

o (katlB8)= kal(a) tio (BB). 

3. 设 o1,0: 是 V 的 两 个 线性 变换 ， 则 

() (oi1+02)(0)=01(0) + os(0); 

(2) (G102)(0)=o1(02(0)); 

(2) (koi)(a)= ko1(0):; 
日 oi 十 02,0102，kKo1 仍 为 V 的 线性 变换 ， 

(4) go102 二 0201 一 1 [是 恒 等 变 换 ， 称 0 1 是 可 逆 变 换 ， 
0: 是 0 的 逆 变 换 。 记 071==02. 

4， 设 o 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 则 

() o(0)=0; 

(2) o( -0a)= -~ o(0); 

(3) 若 xi ,as,…,os 线 性 相关 ， 则 ait,caa…，ca 仍 线 
性 相关 . 
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(二 ) 答疑 辅导 

1. 是否 存在 了 的 一 个 变换 ， 既 不 满足 线性 变换 定义 中 
的 条 件 (J) ,又 不 满足 条 件 (27 1? 

答 ”这 样 的 变换 是 存在 的 .例如 ， 设 PP 是 数 域 ，V={( 
DA 

oO (Hi, WW) = (V3 ,0,0) 
显然 co 是 V 的 一 个 变换 ，。 它 是 既 不 适合 条 件 (1) 又 不 适合 条 件 
(2) 的 一 个 变换 ， 

2， 线 性 变换 定义 中 两 个 条 件 古 否 独 立 ? 

答 “定义 中 的 两 个 条 件 是 独立 的 . 例如， 了 为 实 数 域 ， 
V={(a,6)|a,bEP}. 邻 

o(a,5)==(a,5) 当 a,b 同 号 或 至 少 有 一 为 零 ; 

o (qa,0)==《-a, 一 0) 当 ,0 寞 号 ， 

显然 "是 了 的 一 个 变换 . 且 c 适 合 (4 人) .事实 上 ， 当 a,b 
间 呈 ,of(ile,p)) 一 apa kb)= (Ka,kb)=E(a,0) = ko (a,0b) 
当 a ,5b 异 号 ， 而 EK 寺 0,o(k(a,5))==o (Ka, Kb)=(- Ka, ~ kb) 
=k(-a,~b)=ko(a,68);mK=0,0 (Kk(a, 8))=(0,0)=ko 
(a,6); 当 a,8 至 少 有 一 个 不 为 0,0 (Kk(a,6))=o (ka,K6)= 
(ka,kb)= 二 kk(a,5)=ko(a,5), 但 不 适合 (1). 取 a=(-2，- 
3)B8=(-1,4)oa=(-2,-8),o0B=(],-4),o(a +8)= 0 
(-3,])=(8, -1) 丰 oa+opB. 说 明 (1]) 是 独立 的 ， 

又 如 ， 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 ? 今 “( = 
(0B)， 得 不 适合 (2). 取 a] hi o(Kka)= -4,kKko (a)= 
1; 说 明 (2 人 是 独立 的 。 

3. 成 性 变换 5 应 具备 什么 条 件 ， 才能 保证 将 一 组 线性 
无 关 的 向 量变 成 线性 无 关 的 问 量 ? 
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答 当 c 是 可 逆 线 性 变换 就 可 .事实 上 , 若 c 可 六 , 则 ec- 也 
为 线性 变换 .车 ai,az,…os 线 性 无 关 , 则 ac(aD ,Gas) ,0 
(as) 也 线性 无 关 、 否 则 5-!Cca aaa ,ICcao) 必 
线性 相关 ， 即 aa,az,… ,an 线性 相关 ， 与 假设 矛盾 . 

4， 设 了 是 已 上 的 线性 空间 ,元 (Y ) 为 了 的 一 切线 性 变换 的 


全 体 ， 定义 
(go 二 7T)a 一 IC(a) +7(a) Vo,TEL(V),.a€EV, 
(ko) (a)=k(o (a)) yoEL(V),KEP,aEV. 


L(V ) 是 不 是 也 是 了 上 线性 空间 ? 
答 ” 当 o ,TEL(V)， 容 易 验 证 o +7 仍 为 VY 的 线性 变 
换 ， 即 c 十 TEL(V). 类 位 知 ko EL(V). 
(go+T)(a)=o(a) +7T(a)=7T(a) +o(a)=(rt+o) (a) 
所 以 gog 十 T= 二 T 十 ,类 位 可 让 
(go+7T)+0=0+(T+0), Yo,T,0EL(V). 
再 定 义 零 变换 : 


0(a)=0 vaEV. 
咱 0+o=o,YoEV,. 
定义 负 变 换 : 
(-o)(a)= -ot(a) voEL(V),aEV. 
由 | (~o)+o=0. 


另外 4 条 也 类 似 可 证 ， 故 L(V ) 是 P 上 线性 空间 . 

注 ， 该 党 自己 验证 VV 上 全 体 变 换 并 不 构成 PP 上 线性 空间 . 

(三 ) 题 型 归 类 

]， 验 证 线性 变换 . 

]) 直接 验证 

例 1 在 P[X%] 中 定义 of(%)=X?f(%), 问 o 是 不 是 二 [0 
的 线性 变换 ? 
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解 vf(%),9(2)EPE2I, KEP,N 
of (2) +9(%))=0(f 2) + 92))=0f 7%) 十 59(09) 
o(Kf (FT)) = TR YL) = kof(%). 
所 以 o 是 了 [2] 的 线性 变换 . 
2“) 根据 已 知 c 先 得 出 一 个 数学 式 子 ， 再 加 以 验证 . 
例 2 ”cc 是 下 中 问 量 关于 坐标 平面 204 的 反射 ， 回 ca 是 
不 是 线性 变换 ? 
解 4= (2,y,z) ER ， 由 定义 知 
OW YZ)—= WV, —Y,2). 
Ya=(a,b0,6),a2=(d,e,m)E BR, 
Toa)=ola ta,bi+e ct+m)=(at+d,-606-e,c+m) 
一 CQ 十 OAQ2)， 
ao(ka)= (ka, ~ kb Ko) 一 上 oa) 
所 以 c 是 站 的 线性 变换 ， 
3) 证 明 不 是 线性 变换 
例 3 在 已 LZ] 中 ,定义 cjo) = ), 试 同 5 定 不 起 
了 [2?] 的 线性 变换 ? 
解 ” 取 1,%EP[w], 由 于 
o(l+2%)=1+%,o(1)+o(%)=2. 
. o(1+%)¥o(])+o(%). 
歼 o 不 是 PE2] 的 线性 变换 . 
4) 需要 进行 讨论 
例 4 在 "中 ,定义 
o(a)=a+pB vaEV 
其 中 B 为 P* 中 某 一 固定 向 量 . 问 o 是 不 是 P" 的 线性 变换 ! 
解 当 B6=0 时, o 是 P" 的 线性 变换 ， 
当 B 夺 0 时 ， 由 于 o(0)=B6， 不 满足 o(0)=0, 因此 5 
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本 


不 是 P" 的 线性 变换 ， 

例 5 在 二” 中， 定义 

oA)= AXB+C XEPY™ 
其 中 4E Ps*"* ,BEP”x: ,CEP**x!' 是 固定 的 人 入 阵 类似 可 证 
当 C=0 时 ,oo 是 ”的 线性 变换 。 当 C40 时 ,可 证 0 不 
是 PP"”" 的 线性 变换 . 事实 上 ， 因 为 
oO0+0)Fo0) +o(0), 
2， 线 性 变换 相等 
例 6 设 ca ,oa 为 线性 空间 站 的 一 组 基 ,az 为 了 


的 两 个 线性 变换 ， 如 果 


If(a) 一 Tfa) (1=1,2,...,%) 
证 明 ， U 一， 
证 vaEV, 下 证 o(a)==7(a), 事实 上 ， 设 
QC= Kd+ Rods tt t+ KN, 
那么 
o (a) =k0 (a) + + kro (On) 
一 六 ITCLaI) 十 十 大 Tas) 
一 T(Q) . 
注 ”这 个 例子 说 明 验 证 5=T， 在 有 限 维 线性 空间 中 ， 站 有 验证 列 
让 有 基 中 元 相等 即 可 . 


例 7 设 ss: 是 2 维 线性 空间 7 的 基 ，c, 是 了 的 两 


个 线性 变换 ， 若 0(81)=pB1,0(82)= Bo,T(elt 82)= B11+ BbB:, 
T(81- 82)=B1- ps, 试 证 cc = 站 ， 


证 ”由 于 
T(81)+ 7T(82) = Bi Bs, 
T(81) ~ T(82) = - B2. 


解 得 r(e1)=BI=0(8), T(82)=0 (82) = bs, 
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3， 求 线性 变换 公式 

例 8 (北京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 六 是 实数 域 R 上 
三 维 问 量 空间 ， 81,82383 是 六 的 一 组 基 ， 又 设 在 线性 变换 
TT, VV 下 

T(g1)=81, T(82)=s1t+es, T(83)=81+8s+es. (1) 
试 求 工 在 &1,8,s3 中 的 变换 公式 ， 

解 ” 设 1 在 s1,es,s3 下 和 矩阵 为 4， 由 (1) 式 知 


/1 ] 1 
-oi 
001.， 


任 取 = Kisi+ Kzsz 十 kaes， 则 


Ki Ki 
Ce CE ks | 82 4 ks 


= (K+ Ks + kea)ert+ (Rit Ko)82+ Fees. 
4。 线 性 变换 的 运算 
例 9 在 ?中 ,， 设 


b bp\/1 3] 
" ( 。 4 )=(。 人 ] ) 
0 
r( ， 2 )=(0 i ) 
其 中 8,t,a,5,c,4EP ,证明 ; cz 是 书 2 上 线性 变换 ， 并 


求 gc 二 TIT,TG。， 


证 由 本 节 例 8 可知 cc,z 是 线性 变换 . 
b b 
tno a)- oo a)rr(o a) 
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(CD a-b ) 
“\ ertd (tt -了 de 


"(0 a) 4)" 


类 似 可 求 出 


a b SC 十 Sb 0 
re( 。 a )-( 0 io sd) 

例 10 (北京 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 V 是 实数 域 E 
上 三 维 向 量 空间 ，e1,8;,8s 是 V 的 一 组 基 , 又 设 上 上 线性 变 
换 为 了 ， 且 

T(e)=e81,T(82)=81+82,1 (68s)=81+ 82 + 83. 

1]) 试 求 工 的 逆 变 换 工 "1! 在 ssa,ss 中 的 变换 公式 ; 

2) 求 工 -在 工 (sl),T(ss), (ss) 中 的 变换 公式 ， 

解 1) 设 4,B 分 别 为 和“! 在 基 s1i,8z,88 下 的 秆 
阵 . 由 假设 知 


则 


1 -】 ~ 
Te 0 1 -ii. 
0 0 1] 
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1) 1T-1(T (el) ， T(e,) ， T(e,)) 一 《818253) 
=(T(e),T(8),T(8)) 4A-! 


] -1 -] 
-eeoreoaeo| 0 本 -=-j | 
0 0 1 


5。 线 性 变换 多 项 式 
例 11 设 g(%)=a%?+b%+CEP[2%]，o 是 P[xj 的 笋 
分 变换 ， 又 设 (二 如 +31-B, 求 1(o)(g(%)). 
解 ” 由 假设 知 f(o)==o?+20 -8 所 以 
f(go)(9(%))=—=o(g9(%)) +20(9(%)) ~ dg(%) 
= —- Baw? + (da - BLD)%W + (2a 26 -5c)， 


6. 有 限 维 线性 空间 上 线性 变换 的 特征 
例 12 设 o 是 % 维 线性 空间 的 线性 变换 ,证 风 下 面世 
个 条 件 等 价 : 
J) ac 古 可 逆 的 ; 
2) c 是 单 射 ; 
3) o 征 满 射 . 
证 1) 二 >2). Yo(al)= 二 ao(@;)， 由 于 og 可 道 ， 设 道 为 
IC '， 两 边 作 用 oo” 可 得 ci=a. 故 0 为 单身. 
2) 一 >3)， 取 了 的 一 组 基 1,…,a,， 由 于 o 为 单身 ,可 
证 c(c),…c(as)， 也 是 了 的 一 组 基 . 事实 上 ， 只 要 证 明 
它们 线性 无 天 ， 设 
0O=kio (m1) + kg (03) + + Keng (On) 
=o (Kat + hac ) 
因为 o 为 单 射 ， 有 Kai 十 Koaz 十 … 十 Kran = 二 0。 从 而 
ki= k= =k,=0. 
再 证 o 为 满 射 ，YaET ， 那 么 
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YX 一 1OCCD) + lg (oa) tt (sg (0;) 
i 十 :十 Lan ) =o (8) 》 


其 中 B=Dho+…+bdsET， 即 证 ce 为 满 射 . 
3) 二 之 ])。 设 o 为 满 射 ， 下 证 e 可逆. 取 下 的 一 组 基 

cy0,mp an 由 于 ce 满 射 ， 存在 B,EV 使 得 
o(B)=o 1 一 2 人 (1) 


由 于 01,… ,Qs 线性 无 关 ， 可 证 及 1.… .8 也 线性 无 大 ， 从 而 
也 为 的 一 组 基 ， 
YQ 二 0 十 十 上 Qa 人 EV ， 定 义 
Ta) =k Bt tals. 
那么 是 『 耻 的 线性 变换 ， 且 
Ta)=B, (一 本 2, 了 2)， (2) 


vyEV, y=lB1t +Bs = s+ + Sa 
to(y)=7T(N0o(BD)) + + T(to (8,)) 
=T(h0) + + Tha) =UBit .+lBr= 7 
To 二 了， 其 次 


OT(Y)=0O(S81T(0)) 二 + oO(8nT( 0 )) 
=—o(8181) + '*… +o (8,8s) 
~810(B81) + "Sn (Br) 
— S10 十 十 SC 一 ~Y 
oT 二 了， 有 即 证 0 可 族 ， 
注 ”、 在 无 限 维 线性 空间 中 ， 本 例 结论 不 再 成 立 ， 例 如 在 P[z] 中 ， 
定义 
OL))=7f (7), Tf(2))= J (x). 
CO 是 单 和 时 但 不 是 满 射 (因为 1 无 原 象 ).7T 是 满 射 ， 但 不 是 单身. 
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82 线性 变换 的 矩阵 


(一 ) 内 容 提 要 
1. 设 c 是 % 维 线性 空间 站 的 一 个 线性 变 换 ，8…ss，… 
“3 是 了 的 基 ， 范 
csi8z ,En) = (81,82,°" 289) 
其 中 4= (a,,)， 称 矩阵 4 为 线性 变换 o 在 基 si,sz,…，,s* 下 
的 第 上阵 ( 称 变换 矩阵 )， 

2. 在 了 中 选 定 一 组 基 ， 线 性 变换 c 与 其 变换 矩阵 一 一 
对 应 ， 且 线性 变换 的 和 、 积 、 数 乘 和 道 变换 与 其 变换 矩阵 的 
和 、 积 、 数 乘 和 逆 和 矩阵 相对 应 

3. (在 线性 变换 o 下 的 象 的 坐标 计算 ) 设 aE 了，a 在 基 
18 mp 下 的 坐标 为 (0202 ,Ws)，o (0) 在 基 sl,ss,… 
8s 下 的 坐标 为 (21,…,y,)， 则 

(V1) = (V1) A', 
其 中 4 为 o 在 基 81,… ,es 下 的 入 阵 . 

4, 设 V 是 % 维 线性 空间 ， Qi1,…,0s 和 Bi1,…,Bs 为 V 

:的 两 组 基 ,，o EL(V)， 
ckal…a) 一 (al…eas)4 
o(B1*…B,)= (Bi1'%B)B 
(B1'%Bs) = (G1 0 )P 

: 扫 ] B=P-iAP 

5. VV 是 w% 维 线性 空间 ，a1,…,as 为 的 一 组 基 ， 

-vy,TEL(V). H 
(Gas) 一 (aan)4，T(a aas) 一 (0 ao) 号 
:出 (go +7T) 000) = (G1 as) (A+B), 
ko (aas) = (aa) (KA), 
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(十 7T)(a…an) 一 (al…aa)( 4 十 五 ) . 
并 当 o 为 可 道 变换 时 ， 
CC (QIoa) 一 (Qioaa) 4 。 
(二 ) 答疑 辅导 
1. 在 矩阵 中 ， 不 存在 % 阶 方 阵 4、B 适合 关系 48 一 
BA= 忆 .在 线性 变换 中 ， 是 否 也 不 存在 co、7， 适 合 关 系 
oT ~ 70 二 1? 7 为 已 等 变换 . 
答 ”在 线性 变换 中 ， 存 在 线性 变换 rc、7， 适 合 关系 0 下 
-To=1. 
例如 ， 在 线性 空间 P[%] 中 ， 定 义 两 线性 变换 如 下 : 
o(f (2%)) = (2), Tf(%)) =%f(%) 
则 
(cr -7T0o)(f(%))= (07) (f (8%)) - (Tro) (f (2)) 
=0o (wf (2%)) - Tf (%)) 
~f(%) +2 (2) - Wf (%) 
-fo 
| GT 一 TO 一 
当然 ， 在 有 限 维 线性 空间 中 ， 不 存在 线性 变换 o，7 满 
足 wor -To 一 《， 
2. 在 矩阵 中 ， 车 有 %* 阶 矩阵 4，B, 适合 4 有 = 已 ， 则 
4 可 道 .在 秘 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 w， 适合 or 一 下 
时 ， 是 否 必 有 ce 可 逆 ? 当下 是 无 限 维 线性 空间 时 又 如 何 ? 
答 ”在 有 限 维 线性 空间 上 ， 若 线性 变换 0, 7 适合 oT 二 
7， 则 og 为 可 道 . 这 时 只 需 说 明 to 二 7 有 妈 可. 设 sl 82，…*， 
…8, 为 了 的 一 组 基 ， 并 设 cc ，r 在 基 si,ss,，…，,s* 下 扼 阵 分 对 
为 4， B, 7 81, 82, ,En 下 和 红 阵 为 ， 又 因 To 在 基 CI1 22， 
… ,es 下 第 阵 为 中 4， 因 此 ， 由 48= 瑟 = 了 4， 可 得 ovY=! 一 
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IC 栈 c 可 道 ， 
当 了 是 无 跟 维 空间 时 ， 由 erz= 7 未 必 能 推出 zo=1， 贡 
0 未必 是 可 逆 线 性 变换 。 例如，PI[%w] 是 无 限 维 线性 空间 ， 在 
PLz%] 中 : 意 取 
f (2%) = 068 十 Go 2 It + V+ a 
在 P[2] 中 定义 两 个 变换 : 
o(f (2%))=ang + yd 十 Qa 十 a) 
Tf FX)) = a lita d+ + Ary 十 Co9 
易 证 oo、 都 是 万 [2] 上 的 线性 变换 ， 且 
(GT) 了 (8) 一 G(TF (GD) = oo (0d! + 1Y" 
十 一 十 G1%* 十 Qo%) 
一 4% 十 Qn 人 十 下 十 QI 多 十 
= f(%) 
旭 oTt 二 1. 而 
(To)f (2%)=7(of (%)) 
= Ta ld 10 2 十 十 Qz 和 区 十 CGI 
一 0 十 On 二 十 
妆 Go 尖 0 有 时 ，(ra)f(C) 关 了 (2) ， 故 Ta 关 了 
(三 〉 题 型 归 类 
ji， 求 象 的 坐标 
例 1 【湖南 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 。” 谈 了 的 线性 变换 
7 在 基 w= (1,1,0)，@% 二 (1,2,0)，@% 二 (0,2, 一 1 下 的 从 


舞 是 
2 0 8 
“| -2 -1 | 
1 -1 二 人 


而 a 在 基 = (1,2,3)，B2= (1],3,5)，Bs= (0,2,1) 下 的 党 
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标 是 (1, - 2,])， 求 立 (a) 在 B1,B:,B: 下 的 坐标 ， 
解 ” 由 设 | 
八 一 aa- (1) 
了 


和 再 设 1 在 局 Ca Ga 下 和 扼 阵 为 b, 由 Qi, Ws,， Qs Ea] B1,8,, Bs 
过 渡 和 矩阵 为 P， 则 


1 (B81.B2,Bs)= (Bi1, Bs, Bs)B. (2) 
(Pi1,B2, Ba) = (a1, az 03)P, (3)》 
由 (3) 知 
1 1 DA 一 1: ] 昌 
-| 9 | | 3 2 
0 0 -] B 和/ 


时 (1》 式 知 


1 、 } 
ra ~: eol 
1 J 


] 
= oo 2 
] 


237 


1 

3 

= (B81, 8,, Bs) -10 
2 


2. 求 线性 变换 在 某 组 基 下 的 矩阵 
1) 只 给 一 组 基 
例 2 (北京 航空 学 院 研 究 生 入 学 试题 ) ” 设 工 是 由 
T (2,Y,2)= (0,%,Y) 
所 给 的 有 ~ 有 的 线性 变换 ， 试 求 了 ，7T?，7T" 的 特征 多 项 
解 给 R* 一 组 基 8&1== (] ,0,0) ，82 一 (0,1,0) , 83= (0, 
-0,1) 
则 T (gi1, 82,83) = (€1, 62,83) 4A, 


其 中 
0 0 0. 

4= 1 0 0 
0 1 0 


IAB- Al=%, [MB - A:|=%, |AB ~- 4 一 和 
各 TT，7T*，7T? 的 特征 多 项 式 均 为 入 . 
2) 给 两 组 基 
例 3 (北京 钢铁 学 院 研 究 生 人 学 试题 ) ” 设 二 维 癌 量 
-本 间 中 ， 线 性 变换 Ti 对 基底 w= (1,2) ，o= (2,1) 的 抢 阵 


] 2 
) 线性 变换 了 对 基底 B1= (1,]) ,B= (1,2) 的 


是 ( 2 3 


3 3 
矩阵 是 (  ， ); 求 变换 Ti 十 Ts 对 B1, Bs 的 矩阵 ，T :Ts 对 
"0 002 的 矩阵. 
1 2 
解 Ti(a,as) = (aas) 人 ( > 8 ) 


3 23 
T, (B81,82) = (81, B82) ( ,) 
设 
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(oi, as ) 一 (Bi1,B2)P 


1 2 1 ] 0 8、 
(» | )=( > )P， 2P=( ) _1/ 


本 2 
71(B1,B2) = (B81,B)P( 2 3 ) | 


b 6 
| 2 _ 
3 


5 6 
(Ti+T2) (B81, Bs) = (Bi1, Bs) [| 


ED 


| 
+(2 4 
| 
| 


) 
3 9 
= (Bi,B)! 4 
3 . 
《42(al as) 一 (an ce) 一 ， , )P 
La 
TT, (aa as) = (oi mo 人 » (0  ) 
= oo 人 1 1 ) 


3) 给 定 三 组 基 
例 4 设 Re" 中 线性 变换 o 把 was ,as 变 为 B81, B:, Bs, 其 
中 a= (1,0,1), w= (0,1,0), as = (0.,0, 1)， Bi= (0. 0,. 
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2), B= (- 1,2, -1), 3 二 (1, 0, 0), 求 o 在 基 al, a2， 
as 下 垂 阵 和 ce 在 21= (I,0,0)，e,= 二 (0,1,0)， 83= (0,0, 1) 
下 的 和 矩阵， 
解 Co 一 (]U 2)=a+as 
Io2 一 (一 ,2 -四 一 -al 二 2a， 
Cos 一 (0,0, 了 一 al -as 
} -1 \ 
Ia os) 一 (aa a) 0 2 | 
] 一 了 


其 次 
了 oO 0 
(0 Ca Qa) 一 (81 2? | 0 ] 0 
\] 0 J 
.， (SI 82 83) = (e182 83)C 
其 中 
上 00 7] -—}] 村 ，T 0 02: 
co of 2 oo in 
了 0 工作 jh\ 0 1 
0 -J] ] 
| 2 0 
2 -J] 0 


1， 求 线性 变换 c 
例 5 在 RE 中 ， 试 求 在 基 se:= (了 ,0,0) ，sz:= (1,1, 0)， 
3 一 (] 1 , 忆 下 矩阵 为 


] -1 2 
A=1 - 0 ~ J 
] 2 2 


的 线性 变换 . 
解 ” 设 所 求 线性 变换 为 o， 由 设 
oO (81, 62,83) = (81, 62,63)44 
任 取 a€ER* 刚 
2 一 (ai,a2,03) = bet+ bses + baes 
= bi(l,0,0) +68,{1,1,0) 十 ps( 了 ,了 了 ) 
一 (0 二 pa 十 2s，pz 十 03，Ds) 
由 向 量 相 等 得 Di=a -a 02—= Us ~ 03s 0a= as. 


所 以 
b, Qa1— de 
Ia 一 (sl es "| D。 ~ (&1, £2,£3) 人 - | 
bs ds 


= (ad1- 2as+3as)ert+ (~ Aart+(2 ~ da)es 
十 (al 十 q2) es 
一 (ai 十 203，2as -0s，G1i 十 02)， 
这 就 是 c 的 公式 ， 
4。 证 明 题 
例 6 设 ” 维 线性 空间 的 线性 变换 o 分 别 把 线性 无 
关 疝 量 a1,02,… ,0, 变 为 向 量 B1,B2,…,B,。 证 明 ，o 在 基 
-61,682,184 下 的 矩阵 为 B84-'"， 其 中 4 和 86 的 列 分 别 是 辐 
量 wa ,0 ,0 Bi, Ba, , Bs 在 基 {s,} 站 下 的 坐标 ， 
证 由 假设 知 
(al ,az 0) (e162, ,En) A 
(Bi1,B2,*%… ,Bs)= (81,82,°"°, 8a) 
向 于 Qt, 092,… ,On 线性 无 关 ， 故 4 可 赣 ， 则 
(sl 一 (al oa) 人 


OW, aaa) 一 (Ia Ga， OICn 
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=(B:,B2,'",B:)= (81,82,* ,6n)b. 
Oo(81,82,° 81) =0(01, 02, co) 
~—(81,82,."",8")BA-! 
即 e 在 ei1,e2,… ,sn 下 矩阵 为 B47， 
例 7 o 是 数 域 P 上 % 维 线性 空间 站 的 一 个 线性 变 
换 ， 证 明 ， 如 果 o 在 任 一 组 基干 的 垂 阵 都 相同 ， 那么 og 万 
数 乘 变换 
证 设 o 在 V 的 基 a,as,…,ar 下 和 矩阵 为 4=(ao)， 
又 设 相 为 任 一 可 逆 扬 阵 ， 且 
(B1, Bs,* ,Br)= (G02, as) 人 
则 B61,B2,… ,Bs, 也 是 V 的 一 组 基 ，o 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 
及 "14 妨 ， 从 而 4= 生 -14 和， 即 和 4= AX. 这 说 明 4 与 一 切 
可 逆 和 矩阵 可 变换 。 奇 取 


则 由 44 一 44 知 ay 一 0G 关 ))， 因 此 


411 
A 二 &22 
a 


再 取 


二 OO 
© SS 


六 ,二 


ee 
和 a: 


一 
© 9: 
二 
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由 AX, = 及 ,4 HM 011 一 022 一 …… 一 Cnny 故 4 为 数量 拓 阵 ， 从 
而 c 是 数 乘 变 换 ， 


$3” 值 域 与 核 


(一 ) 内 容 提要 
1。 设 o 是 线性 空间 VV 的 线性 变换 ， 称 
ol(V)={oala€E V} 
为 o 的 值 域 。 称 
o-(0)={aEV| oa=0)} 
为 o 的 核 (或 kero). 
ol(V)) 和 o-1(0) 是 VV 的 于 空间 ， 
o 的 秩 二 dimoV. 
c 的 零度 =dim 0-(0)， 
到 dim = 时， 则 
dimoV +dimo- (0)=%», 
2. 设 o 是” 维 线性 空间 VV 的 线性 变换 ,81,…,ss 是 V 
的 一 组 基 ， 且 
gl(81%8n) = (618n) A. 
别 
(1) cy = 也 (cell … ICea) 
(2) dim oo 站 == 秩 {081,*…,08x} 
(3) dimo-1(0)=%~ 秩 (4) 
(4) 设 酚 ={zZEP"142=0} 的 基础 解 夭 为 Ia72…,7。 
则 令 
or 一 (8 8n)9 (=1,2, .8) 
则 o-1(0)=L(%, ,9,) 
3。o 是 满 射 >>oV =V 
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5 是 单 射 才 >o-'(0) = {0} 
(二 ) 答疑 辅导 

1， 如何 求 线性 变换 o 的 值 域 ? 

答 求 线 性 变换 o 的 值 域 ， 只 需 在 六 中 选取 一 组 基 ， 
根据 所 给 的 线性 变换 ， 对 基 进 行 变换 ， 然 后 求 出 基 象 组 的 一 
个 极 大 无 关 组 ， 就 是 rc(TY ) 的 一 组 基 . 

2， 怎样 求 线性 变换 的 核 ? 

答 求 c (90)， 一 般 是 按 rc ” (0) 的 定义 求 o-(0) 的 
一 组 基 可 以 这 样 进行 ; 设 a€o (0)， 且 a 在 基 &1,6s，…， 
er 下 的 坐标 为 (21,%2,… ,人 2) ， 则 (cx) 在 基 81,82,… ,en 下 
的 坐标 为 40200220) ， 其 中 4 为 o 在 基 81,e:,…,es 下 
的 矩阵 .因为 o(a)= 二 0， 所 以 A(z ,Wo,… ,Ws)' 二 0。 这 样 ， 
这 个 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 就 是 oo- (0) 的 一 组 基 的 华 
标 ，。 
3 在 有 限 维 线性 空间 中 ， 当 oo 是 VY 到 V(VV') 的 
线性 上 映射 时 ， 是 否 还 有 性 质 ，o 是 单 射 二 >o 是 满 射 ? 

答 。 当 VV' 了 时 ,虽然 o 是 线性 上 映射， 但 未 必 有 具有 这 
个 性 质 ， 

例如 ， 也 = Pwx*， = 已 *， 任 取 

A=(@1,02, ,On) EP 
其 中 a, 为 列 向 量 ， 作 映射 上: 

4 一 (al,as ,On > A EP 
是 Pr"x' 到 P" 内 的 上 映射， 易 证 o 是 线性 上 映射 ,但 显然 o 不 
是 单 射 ， 而 o 是 满 射 ， 

4. 由 dim(oV)+dim(o-'(0))=dimV, 能 否 推 知 一 定 
有 ol(V)+o- (0)=V? 

答 不 能 .例如 取 V=P[2],，o 是 上 微分 变换 ， 这 


3 
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时 有 cc( 了 )= 忆 [oo]。， ac (0)=P, 且 
dimo (V)+dim(o-(0)=dimYV 
但 P[%]:-1+ PXP[Y],. 
如 果 加 上 :=a 这 个 条 件 ， 则 从 
dimo (V ) + dimo- (0)= dimV (1) 
能 推出 rc(『 ) 驳 cc 一 (0) = 站 成 立 ， 
事实 上 ， 对 任意 cEY，coaEo(Y )， 设 w=a- ca 则 
oa 二 00-oa=0， 故 a.E€0o-1(0) 因 此 a€o(V)+o (0)， 
即 Veo(V)+o-1(0). o(V)+o-'(0)GV 是 显然 的 。 从 
mV=o(V)+o (0). 
由 (了) 式 ， 所 座 
V=o(V)PBo (0). 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 求 核 
例 1 (华南 理工 大 学 研究 生 入 学 试题 )” 元素 属 于 实数 
域 灵 的 2x2 年 阵 ， 按 盾 阵 加 法 和 怎 阵 与 数 的 数量 乘法 构成 
数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 ， 令 以 = ( ”。 。)， 在 这 线性 空间 
中 ， 变 换 
F(A)=AM- MA 


是 一 线性 变换 ， 试 求 上 的 核 的 维 数 和 一 组 基 . 


息 设 ( " )E (0), 则 
te 2 
0 0 ， 针 ] 2 
(0 »)=r(, ,=(， ,人 (。 : 
了 2 ,2% 
-0 a)(, ， 
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V+y~ v=0 
人 yj， 二 0 得 w= -1, w==0 
-1 1 
4=( 0 0) 
再 令 y=0，v=1 解 得 j=], 4%=0 
1 0 
4=(0 1) 
那 从 (90) = 二 dd) dim 10) 一 2.4 .42 为 b-'(0) 
的 一 组 基 . 
例 2 设 c 十 过: 中 线性 变换 ， 且 在 基 8&1,e:,es,s4 下 矩 
Wp 
| 0 2 
一 2 1 3 
1] 2 8 
2 -2 1 -2 


求 wx”…(0) 的 基 ， 
解 设 aEog- (0), 它 在 E11 C2, 24:84 下 的 坐标 为 (Nis 


LY2 , V3, V4 ), 刚 有 


] 0 2 lw 0 
-1 9 1 3 2%, 0 
1} 2 5 6l ww, 10o 
2 -2 1 -~2/\%, 0 


人 
~ wi 十 202 十 03 十 30 一 


+ 


得 基础 解 系 ( - 2， - 训 ,1,0), (~1, -2,0.1)， 
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令 JI 一 一 今 81 -~ ert es 


72 一 一 8 一 28e 十 Si 
那么 
rr- (0)=L(n,”n2)., 

2， 求 值 域 

例 3 设 o 是 的 线性 变换 ， 

CT 人 (2 一 (人 和 十 2 ~ 2 YT, Ly — 2%) 
求 ci ) 的 一 组 基 . 

解 取 尼 :的 一 组 基 si = (]1,0,0)， ss 一 (0,10)， ss 一 
(0,0,]), 则 o(R?)=L(gsi,o8s,083)， 而 0861 二 (1,0,1)， 
og82 二 (2,] ,1]),， gages 一 (一 4,1, 一 2)， 显然 (1,0,]1),，(2,1,1) 
线性 无 关 ， 而 


1 0 | 1 0 1 
2 1 =I0 41 -i1=0 
-了 1 -2 -1 


有 (1,0,1)，(2,1,1),(-1,1, -2) 线 性 相关 ， 因 此 (1,0,1)， 
(2,1,]) 是 olBR3) 的 基 。 即 
o(R)=L(oe!,oes). 

3. 和 值 域 与 核 的 关系 

例 4 (云南 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 o 是 线性 空间 V 
的 线性 变换 ， 证 rc (V)Co-1(0) < 所 >o2=0. 

证 如果 o? 是 堆 变 换 ， 任 取 aEo(V)， 则 有 BEV, 使 
cl6)=a, 于 是 (wa=clcp8B)=a8=0, 所 以 <cEc (9 即 
ztY)Sc (9). 

有 友之， 若 o(V)So-!1(0), 任 取 a€V, vca€o(V)CS 
I-!(0) ， 因 而 c(ca) =o?(a) =0, 即 0? 是 等 变换 
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4。 两 线性 变换 值 域 (或 核 ) 相等 的 条 件 

例 5 设 c、z 是 线性 空间 的 两 个 线性 变换 ， 且 0?= 
0，T?: 二 TT， 证 有 明 : 

(1) oc(V)=7T(V)<@S0T=T, TO0=0; 

(2) 0 1(0)=77 0) oT=0, To=7, 

证 (1) 必要 性 因 o(V)=7T(V)。 任 取 aEV， 有 
T(a)ET(V)=ol(V) . 故 有 BEV， 使 5 (a) =o (8). 则 
(oT)a=o (Ta) =0(0B8)=0B=7Ta. 由 ?的 任 音 性 知 o7T 

， 同 理 有 rc = cr ， 

半分 设 o7=7，7To 二 o， 任 取 o(la)Eo(V)， 有 
o (a) 二 (To)a 一 Tl(o0)ET(V)， 故 olV)ST(V). 同 理 可 证 
T(V)Co(V). 故 oc(V)=7T(V). 

(2) 必要 性 设 c-5(0) =7 1(0). 任 取 aE€V, 则 o?(a) 
一 g(a)， 故 ol(oa-a) 一 0， 即 ca-a€o- 1(0)==7- 1(0).， 
从 而 Tloa-a)=0, 玖 (To)a=Ta。 由 a 的 任意 性 知 70=7， 
同 理 有 oT7=0， / / 

充分 性 设 o7=o，7To=7T。 任 取 a€o 100)， 出 oc Co) 
~0, Tt(a)=(Tto)G=7T00) =7T(0)=0, 所 以 a€7 1(0) ， 
即 rc-!(OSr- (0)， 同 理 可 证 * (So 1(0). 从 而 有 
Cr-1(0) 王 T (0) ， 

5。 可 逆 线 性 变换 的 等 价 条 件 

例 6 设 V 是 %* 维 线性 空间 , o 是 上 中 任 一 线性 变换 ， 
则 下 列 命题 等 价 ， 

(1) c 是 可 道 变换， 

(2) o 是 单 射 ; 

(3) ”1(0) = {0}); 

(4) dim o ~1(0)=0; 
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(5) dim o (V)=%n; 

(6) 大 0@1,02,…,0r 是 V 的 任意 一 组 基 ,， 则 cai， oa， 
…,00n 是 oo(V) 的 基 . | | 

证 按 循 环 证 法. (了 一 > (2) 一 > (3) 一 > (4) 一 > (5) 
—> (0) 一 > (D). 

(了 一 > (2) 因为 o 可 逆 ， 故 存在 o-!, 使 oo-!=1, 车 
va=aopB, 则 gi(ga)=o-i(oB)Wa=B. 

( 23) 一 > (3) 设 aEo-1(0), 则 oa0， 改写 成 oa= 
00， 由 2) 得 a 二 0， 所 以 oo-1(0) ={0}. 

(3) 一 > (4) 因 o-1(0)={0}， 所 以 dimo-!(0)=0. 

(4 一 (5) 因 dimo (VY)+dimoa-1(0)= 二 nw， 所 以 

dimo (V)=%-dimo-i(0)=%-0=n. 

(5) 一 > (060) 着 aa oa 是 了 的 一 组 基 ， 则 (7) 
二 上 L(g,o0,…,00,)， 因 为 dim oo (VV)==%, 所 以 oai, oa, 
,OQ 是 go (VV) 的 一 组 基 . | 

(6) 一 > (1) 设 @,0o,…,04, 是 VV 的 一 组 基 ， 由 (6) 知 ， 
ol az Ion 也 是 oc (VV) 的 一 组 基 , 故 o(V)=V. 由 P. 
800 例 了 可 证 c 为 可 逆 变 换 ， 

6. 求 满足 某 些 条 件 的 线性 变换 . 

例 7 设 矿 ,和 玫 : 是 妈 维 空间 的 两 个 子 空间 ， 且 其 
维 数 之 和 等 于 %， 求 证， 存在 VY 的 线性 变换 o， 使 o-1(0) 
= W,, o (V)=W.,. . 

证 ” 设 子 空间 这, 和 厂 , 的 维 数 分 别 为 8 和 =% -5s. 
在 子 空间 矿 ; 中 任 取 一 基 ，Qa1i, as …，, an， 再 在 子 空间 矿 ,中 
取 一 基 868: …8.， 并 扩充 为 了 的 基 ， Bi,…, Bs, Betls 
…;G.， 用 表示 由 以 下 条 件 所 确定 的 线性 变换 ， 


o Bi= 各 向 向 =0B,.=0, OBes1= 1, “OB,= 0 


o(V)=L(a, 2, wa ) = W,,; 
其 次 ， 由 于 B1, 8;,…, B: 是 WW 的 基 ， 故 有 
W,=L(B,., B,) So -1(0) 
发 一 方面 ， 在 oc-1(0) 中 任 取 一 向 量 a， 则 可 由 基 {B6,} (i=1, 
2,…%) 线 性 表示 ， 设 为 
Qa=kiB1i+ keB2et + kB tksyiBert + hk.B, 
由 于 ca 一 0， 故 
Ia 一 OO 二 二 [BT 二 BC) 
一 天 IC 十 十 大 一 0 

由 于 as az ,an 线性 无 关 ， 故 411 二 … 二 ,二 0, 从 而 
有 Qa=KiBi 十 …+ksBEW,. 又 有 ao-1(0)CW,. 所 以 有 
o -1(0) = W,. 

例 8 设 o 是 % 维 线性 空间 的 一 个 线性 变换 ,证明 
在 Y 中 可 选取 两 组 基 81, sz，…,s， 与 1,72，,…,7s， 使 空间 
V 的 任 一 向 量 x 在 前 一 基 下 的 坐标 为 (81,%2,…, 2,) 时 , 它 的 
象 ga 企 后 一 基 下 的 坐标 为 (2 22，… 2.,0, ,0). 

证 设 o 的 秩 为 ". 取 o 的 核 o-1(0) 的 一 组 基 ( 含 % 
一 ?个 回 量 )srru er 8a， 并 把 它 扩充 成 室 间 六 的 基 si 
sr … 8 可 以 证 明 向 量 组 081,082,…,08; 线 性 
无 关 . 令 

NOB Na 082, ,Nr—O8, 

并 把 它 扩 充 为 空间 六 的 基 ，2?71 72，…, 7 7 ;Vr。 当 向 
量 “在 基 {s,j (= 工 2, ,32) 下 的 坐标 为 io ,gw ， 即 当 
0 二 WiB1 十 十 人 DB7 十 人 Vy18741 十 十 Ws8s 有 时， 由 于 as， ,an 
是 oo-1(0) 的 基 ， 故 有 


Ow=wWIO SI 十 es 十 WO Er 十 Wri10 6-.41 十 十 Wa En 
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一 20071 十 02712 十 + Wr 
亦 即 gg 在 To 7 9。 下 的 航标 为 (2 02 0, 0, …0) 
7. 下 和 
例 9 (南开 大 学 ， 兰 州 大 学 ， 华 中 师 大 ， 广 西 大 学 研究 
“人 学 试题 ) 设 o 是 数 域 上 之 线性 空间 站 的 线性 变换 , 若 
f(x) ，g(%) 是 人 [Lz] 的 多 项 式 ， 及 (2) 二 (2)g(%) ， 丝 明 
1) ker(f (0)) + ker 9g (0) Cker(h(o)); 
2) 客 (f(%),g(%)) = 二 J， 则 
kerf (0) Pker 9 (0) =ker h(o). 
证 1) vaEkerf(o)+kerg(to)， 则 
d=ai+0s, QIEKkerf(o), ts Eker gq (oo) 
fl(o)ai=—=0, g(o)a,=0. 
h(o)a=h(o)a+ hl(o)a, 
=f(o)g(o) ut+f (a g (go) ;=i 
. rEker(h(o)), 
妈 证 才 )， 

2) 由 设 存在 w(%)，v(%)E€ PLw]， 使 得 
WO)7CZ) + or) g(t)=1 
wv(o)f(o)+v(o)g(o)=l (为 V 的 但 等 变换 ) (1) 
v BEker(h(oa))， 则 (co)B=0。 由 (1) 式 

B=u(o)f(o)B+v(o)g(o)B=B1+B: (2) 
其 中 Bl=w(o)f(o)B, B=v(0)g9(0)B, 
g(o)Bi=u(o)h(g)B=0 … Bi.Eker 9g(0). 
同 理 可 证 8.€Eker f(o). 由 (2) 式 则 
BEKkerf(o)+kerg(o), kerh(o) Ckerf(o)+ker 9(0). 
再 由 上 面 了 的 证 明 ， 从 而 有 
kcr h(g)=kerf(o)+kerg(o), | (3) 
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再 证 下 和 ，, 设 yEkerjFc)mkerg(c)， 则 
f(o)y=9(0)y=0 
由 (1) 式 
y=u(o)f(o)y+v(p)g(o)y =0. 
ker h(o)=ker f(o)Dker ov(0o). 
8. 维 数 公 式 
例 10 〈 郑 州 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 设 工 为 有 限 维 线 
性 空间 六 的 线性 变换 ， 环 为 了 的 子 空间 ， 证明, 维 (TW) 
十 维 ( 了 -0) 门 让)) 王 维 玫 . 
证 ” 设 维 (T-(0) 站 WW)=m， 并 取 它 的 一 组 基 为 a1,…， 
xu。 租 扩 充 为 序 的 一 组 基 co ,QQ "0 
如 | Ta 一 一 人 oa， 一， 
W =L{(al, ,0 Ons1, ,Oe) 
TW=L(Ta, ,Ta,, Ta, ,1, "Ta,) 
=L(Ta, ,1, ,Ta,) (1) 
下 证 了 aas 线性 无 关 . 设 
大 Ta 1 十 十 8 二 
世人 么 
T (ka 十 … 十 Fas) 一 0， 
k,n lt + ka ET(OO) NW, 
kaeidnii 十 十 有 0 一 Da 十 十 和 
由 表示 法 唯一 ， 则 kari= :=k = l= ,=0. 
即 Fa ,TQ 线性 无 关 ， 则 由 (1) 式 有 


维 (TWW)=s -和 = 维 酚 - 维 (70) 门 现 )， 


移 项 即 证 ， 
注 ， 本 例 是 p.185( 工 ) 式 的 证 朋 ， 
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$ 4 不 变 子 空间 


(一 ) 内 容 提要 

il. oEL(V),W 是 V 的 于 空间 ， 开 是 rc- 子 空 间 擂 > 
ol(W)cW. 

2， 设 这 S 了 ， 玉 =Z(aoa ,84)， 则 到 是 go- 子 空 
间 寺 coca, EW, 1=1,2,...,8 

3, 设 dimV=%, oc ELOV), WoOV, dm We=m, si, 
52; "ryEn 为 序 的 基 . 扩充 为 V 的 基 8 ,Em Em+l, "Er 
则 WW 是 o- 子 空间 专访 o 在 此 基干 矩阵 为 


11 中 7 isl 年 兴 大 秋 用 出 dn! 


1 
， | 
Qin *”* Gnmm datilsm """**" Gnn, \ 4 43 
.4 一 一 
| 0 六 二 宙 恒生 0 Omt lm+ [和 nm. 1 / 0 A, 
| 。 . LL | 也 时 中 训 员 昌 砷 学 由 虽 浊 和 中 学 昌 | 
， 0 天 由 类 汪 全 要 种 内 | (nt ln 本 归于 出 利生 nn 


全、 设 dimV ==%， o EL(V), 则 go 在 VY 的 某 菇 下 和 矩阵 


为 准 对 角 阵 
4 
| 下 
本 


的 充 要 条 件 是 了 一 开 : 引 不 , 提 … 忽 不,， 其 中 由 ,为 c- 子 空间 ， 
(?== 了 ,人 ,8) 
5. o EL(V)， 其 特征 多 项 式 了 (和 ) 可 分 解 因 式 为 
f N= A- A NA ND) (入 一 和 sh) 
” 则 了 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 如 ， 
V=WOW.DB…ODW, 
其 中 W={ai(o -入 la=0 a€EV}). 


6, oELV) 则 oo(V) 与 o-'(0) 都 是 cc - 子 空间 . 

17. 了 是 数 域 了 上 线性 空间 ,oc EL(V)， 卫 (w%) EPL3] 则 
fo)V，f(o)- (0) 都 是 5c- 子 空间 ， 

(二 ) 答疑 辅导 

1 特征 子 空间 凡是 否 为 不 变 子 空间 ? 

答 了 ={falca= Aa},，YaEVWV, oa 二 M4EV，,，. 从而 
V ,是 og 的 不 变 子 空间 

2, 不 变 子 空间 的 定义 中 ， 为 什么 必须 加 上 线性 变换 o? 

答 这 说 明 不 变 子 空间 与 线性 变换 有 关 . 一 个 线性 空间 
的 子 空间 对 一 个 线性 变换 来 说 是 不 变 子 空间 ， 但 对 为 一 个 线 
性 变换 来 说 ， 就 未 必 是 不 变 子 空间 ， 

例如 ， 已 数 域 ， 了 三 {1(2 ta 20) |2%EP). 

O (0 We 0a) 一 (0 ~ Wo, Wot Wa, D1) 

TR 02 Wa) = (0, 22 ,03) 
易 证 cz 都 是 线性 变换 ,上 且 

sV={(0,a,b)|a, bEP}, 7T-1(0)={(c,0,0)|ceEPR} 
都 是 ~- 子 空间 ， 但 都 不 是 o- 子 空间 . 事实 上 , 取 (0, 1 了 
ETV) 

o 0,11)=(-1,92,0)Er(Y)., 
取 (1,0,0)€7 (0)， 
o (1,0,0)= (2,0,1) Er-!(0). 

3. 设 玉 为 o- 子 空间 ， 也 为 7- 子 空间 ， 玉 是 否 为 (9 
+T)- 子 空间 ，(cY)- 子 空间 ? 

答 是 ， YaE 卫 ,由 于 aceE 了 了 且 ，raxcE 丈 . 所 以 (oco+ 
TY)w 一 QTE 刺 故 开 是 (c 十 7T)- 子 空间 . 

YaE 瑟 ， 由 条 件 知 TaEWW,， og(Ta) EW. 所 以 (oT)a 
二 0 (TQ)EW. 歼 矿 是 (oT7)- 子 空间 ， 
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上. 洁 邢 ;,， 爷 , 都 是 rc- 子 空间 ， 玫 :+ 了 环 * ， 丈 :0 开 ， 
是 否 也 为 o- 子 空间 ? 

答 是 . 因为 友 + 扩 :， 开 站 开 : 都 是 了 的 子 空间 ， 

XX yaE Wi+W,, a=ar+a , GE W,, aoE W,. — 故 
0 (0) 二 o (a1+ 2) 二 goQ1+go02， 又 由 系 件 知 ，o ei 底 ,oa 
EW,. 所 以 c(o=aai+oasE 全 上 十 丽 ,， 从 而 知 瑟 + 丙 ， 
为 0- 子 空间 ， 

玫 : 门 开 。 类 似 可 十 ， 此 结论 可 推广 为: 若 纱 ,(? 二 1,2， 
…) 是 o- 子 空间 ， 则 NW, 也 是 o~ 子 空间 . 

5. 若 玫 是 a- 子 空间 ， 且 g 可 逆 ， 邢 是 否 也 为 a- 
- 子 空间 ? 

答 ” 当 dimV=n ( 有限) 时， 结论 是 对 的 . 事实 上 ， 
当 了 到 ={0} 时 显然 . 当 琴 关 {0) 时 ， 任 取 环 的 一 组 基 mi 
oa, ae， 由 于 开 对 不 变 , 且 ec 可 道 ， 故 araaz…， 
oa, 为 了 中 s 个 线性 无 关 的 向 量 ， 从 击 为 到 的 基 . 又 出 
于 oWGE 邢 ， 故 caaas,…,aas 也 是 a 到 的 一 组 基 ， 人 队 
而 c 琵 = 了 厂 . 这 样 ， 任 取 a€ 邢 , 便 有 BEW, 使 oB86=a. 
于 是 c-Ilc=BE 丈 . 即 开 也 是 c-- 子 空间 ， 

但 是 ， 对 于 无 限 维 线性 空间 来 说 ， 结 论 不 真 . 例如 ， 令 
P 为 数 域 


中 < 
V= {as la ED, 只 有 有 限 个 0i 头 0 } 
1 oo cw 
规定 之 Qi% = 之 bi0 < 所 有 ai= 0, 
十 oo 14% 4 ac 
DS T+ 0,%, 一 (ds 二 + 0) 0， 
k Viaqw, Siaw, EkEP., 
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易 证 站 为 已 上 无 限 维 线性 空间 ， 定义 六 的 一 个 变换 o 如 
下 : 
Oo CSa ia ) 一 Sm | 


易 证 gc 是 的 一 个 可 道 线性 变换 ， 且 

Oo (WI) 一 01 OO 一 0 ?= 一 0, 士 本 十 2,… 
令 玉 =L(wo,%1,72,…) 显 然 o( 玉 )CW ,但 o-1( 邢 ) 不 
包含 矿 . 因为 cl2o=2-E 开 ， 

(三 ) 题 型 归 类 

了 .验证 不 变 子 空间 

例 1 设 V 是 数 域 P 的 线性 空间 , oc EL(V), f(%) 
EP[w]， 证 明 ，f(o)V 和 f(o)-!1(0) 都 是 o- 子 空间 . 

证 设 有 2) 一 asw"*+ 恒 二 aqw+ao,，aEP, 令 

Wi=f(o)V, W,=f(o)-(0) 
由 于 fj(o) 仍 是 了 的 线性 变换 . Ya€ W,， 则 a=f(0)8, 
其 中 BE VV， 那么 
o(a)=f(0) (0B8) Ef (oO)V = Wi 
即 证 镀 , 为 o - 子 空间 . 
vaE W,， 则 f(o) (a) = 二 909， 那么 
flo)(o (a))=o(f (0) (0))=0(0)=0, 

即 证 c (a) Ej(c)-!(0) = 序 :， 所 以 VW 也 是 o-~- 子 空间 . 

2， 求 不 变 子 空间 

例 2 设 o 是 R? 的 线性 变换 ，o 在 基 si,s: 下 矩阵 为 
4=( »)， 试 求 o 的 所 有 不 变 子 空间 . 

解 ” 显 然 R? 和 {0} 是 o 的 两 个 不 变 子 空间 . 著 歼 为 o 
的 韭 平 几 的 不 变 子 空间， 则 dim 近 =1. 令 WW=L(a)， 则 
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g(a) 二 A. 即 a 为 和 的 特征 向 量 . 和 为 e 的 实 特 征 值 ， 但 
[MAE -~ A|=X%+1 
无 实 根 ， 故 上 述 WV 不 存在 . 即 o 仅 有 两 个 不 变 子 空间 ， 
3. 不 变 子 空间 的 证 明 
例 3 证 明 : 2 维 线性 空间 的 线性 变换 o 为 数 乘 变 
换 的 充 娶 条 件 是 Y 中 每 个 一 维 子 空间 都 是 o 的 不 子 变 空 间 
证 必要 性 设 o 为 数 乘 变换 ,oa=ha, 令 W=L 上 L(a) 
为 VY 的 任 一 个 一 维 子 空间 ，vBE WW， 则 6ka， 于 是 
ocB=o (ka)=k(oa)= (KNMNaE WwW. 
故 WV 为 o~- 于 空间 ， 
充分 性 ” 设 形 =L(a) 为 的 某 一 个 一 维 子 空间 ， 且 
为 o- 子 空间 ， 所 以 ca 二 M0， 下 证 o 为 数 乘 变换 ， 
vBEV, 则 LL(B8) 也 是 VY 的 一 维 子 空间 . 由 假设 知 ， 
L(B) 是 cc- 子 空间 . 设 cB6=kB6 ,上 为 任意 实数 ， 下 证 用 = 
人 ， 
(1 东 BE 丈 ,, 取 8B8=I 则 oB8=io(a)=Iha=\B. 
(2) 车 BEW ， 则 a,B 线性 无 关 ，, 于 是 a+B#*0， 
L(a+ 8B8) 也 是 一 维 子 空间 ， 且 对 o 不 变 ， 于 是 
o (atB8B)=s(a+B8)=8sa+spB 
g(a+B)=oa+oB=M+ EB 
故 (Ss—- Mat+(s- KB=0 
因 c，A 线性 无 关 ， 所 以 s 一 A=k， 即 cB=AB8. 故 对 任意 
BEV， 有 0o6=AB. 即 o 为 数 乘 变换 . 
例 4 设 复 数 域 上 2% 维 线性 空间 六 的 线性 变换 , o 在 
V 的 基 ss …,s, 下 的 矩阵 是 著 当 块 ， 证 明 了 不 能 分 解 成 
两 个 非 平 几 不 变 子 襟 间 的 直 和 。 
证 ”用 反 证 法 , 设 V= WB W,, WwW, TW, 为 两 个 非 平凡 
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不 变 子 空间 ， 则 在 某 组 基 下 的 矩阵 为 准 对 角形 矩阵 4= 

41 0 
(0 “4.)， 显然 由 ，4 为 复数 矩阵 ， 则 存在 可 拓 矩 阵 Qi,Q 
使 站 =4T1Q，B=Gz:42Q: 为 若 当 形 盾 阵 ， 所 以 


Q, 0 \-! /Q, 0 B, 0 \ 令 
(0 0, ) 4(0 oj)=(o B， -8 

邹 蕊 与 4 丰 似 , 则 ce 在 某 组 基 下 矩阵 为 车 当 形 妃 显然 
B 是 车 当 阵 不 是 车 当 块 ， 又 从 若 当 标准 形 唯一 性 得 知 ， 它 与 
人 在 基 El E2, "En 下 矩阵 为 若 当 块 了 矛盾 ， 

4， 根 向 量 

例 5 设 V 为 数 域 人 六 上 的 线性 空间 ，c 是 了 的 一 个 
线性 变换 ， AEP, 满足 

(og -AD "a=0. 


的 问 量 称 为 o 的 关于 入 商 为 mn 的 根 问 量 .。 证 明 : 
(1) Wj=fa|(o AD)"a=0, aEV} 是 o 的 不 变 子 空 
间 ; : z 
(2) 令 邢 , 为 o 的 关于 入 的 一 切 根 问 量 作 成 的 集合 ， 
则 环 。 作成 一 个 o- 子 空间 . 
证 (J) 因为 (o -AD” 也 是 六 的 线性 变换 ， 面 刚 ， 
就 是 这 个 线性 变换 的 核 ， 故 形 : 为 oc- 于 空间 . 
(2) 任 取 w，8E 序 :， 可 设 
(gog ~ A) 区 一 人 (a ~ A B=0 
且 纪委 多 ， 则 有 
(rr ~ MD "ka + kB) =ki(o ~ AMD)ra thks (eo ~ MM)"B=0 
故 矿 , 作为 六 的 子 空间 ， 从 而 易 知 克 *。 为 o- 寺 空间 ， 
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85 红 合 题 


例 1 (华中 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 4, B,C,， DD 是 
2 "Xx" 中 四 个 方 阵 ， 证明 ， 

(1) (人 ) 一 4 有 有 十 (有 十 天 六 是 P"xr 的 一 个 线性 恋 换 ， 

(2) 当 C=D=0 时 , o 是 可 逆 变 换 的 充 要 条 件 是 4, BB 
部 是 可 逆 和 矩阵 . 

证 (1) 设 王 、 上 E 忆 7 ， 则 
ol(X+Y)=A(X+Y)BHC(R+Y)+ (XR+ YD 

~—(AXB+CKXK+XD)+(AYB+CY+ YD) 
一 ggX+oY, 
o(KX)= A(KX)B+C(ERXR) + (KRYID 
二 KA(AXB+CKX+ 及 D) 
一 kg (XX ), 
故 go 是 ”的 一 个 线性 变换 . 

(2) 当 C=D=0 时 , 则 o(X)=4XB. 设 o 是 可 逆 变 
换 ， 下 证 4,，5 都 是 可 首 和 矩阵 . 

用 反 证 法 . 车 4 为 不 可 道 ， 即 14j=0. 从 而 可 知 ， 存 
在 一 个 韭 零 % 阶 方 阵 召 , 使 48=0, 于 是 oH=AHB= 
08=0、 所 以 o-oo 且 )==0,， 即 如 0, 刻 盾 .对 不 可 道 
时 也 可 类 似 证 明 . 故 4、B 都 是 可 逆 和 矩阵. 

有 反之 ， 议 4， 了 总 为 可 逆 抢 阵 
当 了 革 守 了 时 ， 显 然 4 久 B¥ 4 了 万， 所 以 6 又 是 单 射 ， 故 er 
是 可 道 变 换 ， (由 于 了 了"** 是 有 限 维 成 性 空间 ， 只 证 a 是 单 
射 或 是 满 射 即 可 ) 

例 2 设 o 是 % 维 线性 空间 上 的 一 个 线性 变换， 员 
与 VV 是》 的 两 个 子 空间 ， 且 六 =VDV, 证 明 , oc 是 可 
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也 变换 < 入 >7 一方 息 rc 
证 必要 性 设 o 是 可 逆 变 换 ，YaEY ， 则 由 了 = 有 
昌 六 ,有 -lc=a+oa ,其 中 arEYiaEy: ,两 端 以 作用 
得 a 二 oa 十 oa,。， 盈 
V~=oV+oV,. 
又 设 aE€oVNoV,， 则 有 B1.EV1，B2EV,， 使 
~ofB1, =0pB:. 
但 由 于 o 是 可 逆 变 换 ， 且 了 ma:={0}， 故 
Bi=o-!ia=B2E VINV， 从 而 B=0，a=0， 所 以 
orVifNoV,= 1{0) 
于 是 
V=oV,@oV,. 
充分 性 设 V=oViBoVs, 任 取 BEV, 且 令 B=oa 
gas，a1EV，asoEV,， 再 令 4=al++ a。， 于 是 有 oa= 
cai+acas 一 BC 即 c 是 满 射 ， 又 由 于 了 是 有 限 维 空 间 ， 所 以 
是 可 逆 变 换 ， 
例 3 设 了 是 ?2 维 线性 空间 了 的 线性 变换 ， 了 := 了 ， 
证 明 
1) 了 了 一 人 站 二 全 -1(0) ; 
2) (武汉 大 学 研究 生 和 学 试题 ) 上 中 任何 向 量 2 恒 可 
唯一 苑 表示 2=%+2 的 形式 (4,2EY)， 使 得 
Tw=%, Tv=0., 
3) (新 疆 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 没 六 ={TaljxcEy)， 
V.={a-Tala€EV) 则 V=V,@V, 
证 1) va€TVNT-10), 则 a=TB8,，Ta=0， 基 中 
BEV. 则 
0=Ta=—7T8= 7B=a 


328 


即 《TYG7-!(0) 是 下 和 和， 又 
dim =dimyT +dim2 -1(0) 
.~ V=7VET-10) 
2) 由 上 一 问 知 ，v%ET7， 则 唯一 表示 为 
7 一 MTTO WETV, vET-IO) … Tv=0 
存在 BEV, w=7T8 
. UV 一 28 一 工 G 一 2， 
3) 了 := 了， 下 证 了 := 上 -1(0)， 则 由 工 )》 即 证 ， 
va-TaEV,, 则 TC(a- Ta)=0, .. w-YacE-L0) 
此 即 TS7-!(0)， 反 之 ，Y2ZET-L0)， 则 Z2=0 
.~ VW=%- TEV, 
此 即 -10)CV,. 
例 4 武汉 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 上 是 由 次 数 
不 超过 和 的 一 切实 系数 一 元 多 项 式 和 零 多 项 式 组 成 的 向 量 
空间 . 对 于 召 中 任意 f(%)， 以 -1 了 除 所 得 商 及 余 式 分 别 
为 9(%) 和 7?(%)， 即 
f (2)=qa(2)(% — 1)-+r(%) 
设 p 是 世 到 如 的 上 映射, 使 g(f(X%))=7(%). 试 证 og 是 一 
个 线性 变换 ， 并 求 它 关 于 基底 ],#,%?,%3,24 的 矩阵 ， 
证 vf1(%),fs(%) 用 空 - 工 除 ,所 得 商 式 及 余 式 如 


下 
fi(%)=q1(%)(% — 1)+r1(%) 
fa(z) 一 0a(2Z)(22 - 1) + 72(%) 
并 对 任意 实数 各，! / 
p(kfi(%) 十 lf (%)) 一 YI) 十 (2 (全 ) 
=kp(f1(%)) + lp (fa(%)) 


所 以 2 是 巴 的 线性 变换 ， 
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设 V 在 基 革 2 ,02 2 ,wt 下 的 矩阵 为 4， 则 可 以 求 出 
0 了 
] 0， 
0 
oo 
0 0 

例 5 (第 三 届 全 国 大 学 生 数 学 夏令 营 试题 ) 没 c 为 
?2 维 线性 空间 乙 中 的 短 零 线性 变换 ， 即 存在 自然 数 八 ， 使 
os0,ox=0. 试 证 ;在 忆 中 存在 一 组 基 


二 必 
二 
ODO OO 必 
一 


二 
二 


1 GC1， ‘Olio, (goal= 0) 
OOO , "Oa, (oa,=0) 
其 中 人 Vi， AN 为 自然 数 ， 


证 若 cEy， 有 o*-ia*0, o*“a=0， 称 4 的 高 谋 为 
N, 令 WV=L(a, goa,，…, ocx io 则 至 是 rc 的 不 变 子 
空间 ， 且 dim 玉 = 入 ， 并 称 太 为 循环 子 室 间 。 下 面 只 要 证 
有 明 ， 可 以 分 解 为 若干 个 循环 子 空间 的 直 和 即 可 . 
在 中 中 取 维 数 最 大 的 循环 子 空间 为 到. 且 
W=L(a,oa, ,olia), dimW = 7m. (1) 
i:] 
go""lax0, ogo"a=0 (2) 
车 二 % 则 命题 证 毕 ， 
车 和 到 如， 讨论 与 不 交 为 {0} 的 一 团 不 变 子 空间 ， 记 
其 中 最 大 维 数 的 不 变 子 空间 为 豆 . 令 
M= WH (: ) 
下 证 了 = 戏 . 但 用 ETY， 只 要 证 了 三 型， 
对 下 中 向 量 的 高 度 用 数学 归纳 靶 . 了 中 高 度 为 0 的 甩 
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量 ， 只 有 叭 一 零 向 量 0E NM， 


归纳 假设 中 高 度 为 的 向 量 YEV， 都 有 YE NH 


再 取 『 高 度 为 +] 的 向 量 868， 下 证 BE 入 . 
0=o" 86=a (cp8) 


由 op 的 高 度 为 <， 由 归纳 假设 w6E M= WO@H,， 


oB=Q+02， 其 中 mE W, aa€H. 
用 c” 作用 (8) 式 ， 得 


0=o" CQ 十 Cr- Co 


(4) 


(3) 


(8) 


由 于 玉 与 如 均 为 0 的 不 变 子 空间 ,所 以 oal€ WW，o a2€ 8H， 


而 扩 与 HH 是 直 和 ， 则 由 (6) 式 知 


ool 二 oa =0. 


世 C1E WW, 则 | 


a= kat+ioat + hk otia 


用 oo 作用， 并 注意 K+]<m,， km-]」 浊 


0=o"-lia~ko”"-ia 
但 c"-ias0，.… ,二 0， 则 由 (8) 式 得 
C= oat tk 0 0) = oo 


其 中 
23 = 十 e+ 十 Kio ‘ak W 


由 (8) ， (9) 两 式 得 


oB=oas+as 或 as=0(B8-as)EH 


T=L(B-as)+H 
v7EL(B -a3)+oa€E1, 其 中 oa,.€H. 


oy=lo(B-as) tou=la +t+omE HCL, 
其 证 工 为 5 的 不 变 子 空间 ， 


(10) 


(11) 


(12) 


1) 当 : = 互 时 ， 则 8-osEE (由 (12) 式 知 ) ， 令 
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B-as=xsE ,. 人 

有 即 主 了 CNWH, 证 毕 ， 
”2) 当 T* 且 , 则 五 是 7 的 真子 空间 ， 由 于 二 是 与 
WV 交 为 {0} 的 最 大 不 变 子 空间 ， 所 以 站 WW#{0}. 令 m E 
TV，a, 半 0 因为 a6EW， asET， 则 

oa 一 上 (BE-oas)T+Tay 其 中 arE HH (12) 
可 证 二 0，。 否则 车 = “， 则 a6=ar€ 如 ， 这 与 WANN H= 
{0} 了 矛盾 . 所 以 六 丰 0。 则 由 (12) 式 得 

6=(es+ 无 oo] - TaEW+H .VEM. 


从 而 得 证 了 = WG 及 ,其 中 到 是 循环 子 空间 ， 瑟 是 o 的 不 
变 子 空间 . 把 妃 看 成 了 ， 则 吾 = 右 ,G; 太 ，， 其 中 女 是 特 


环 子 空间 ， 召 , 是 o 的 不 变 子 空间 ， 这 样 继续 下 去 ， 经 过 有 


限 步 ， 则 


其 中 丈 , 都 是 循环 子 空间 ， 从 而 命题 证 弟 ， 
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第 十 章 ” 欧 氏 空间 与 西 空间 


$1 欧 氏 空间 

(一 ) 内 容 提要 

1。 实 数 域 上 线性 空间 六， 已 经 有 向 量 加 法 与 数 乘 向 
量 两 种 运算 ， 再 定义 了 第 三 种 运算 内 积 《a,B) ER， 则 称 VV 
为 欧 氏 空间 ， 

2， 内 积 (a,B) 具有 以 下 五 个 性 质 ， Ya,B,YEV 

1) (a,B8)= (8B,a); / 

2) (Ko,B)=Ek(o,B); vkEER, 

3) (at+B,7)= (0,7) + (8B,7); 

4) (a,0)>=0; 

5) (a,0) =0 €> 4 一 0. 

3. 两 种 常用 的 欧 氏 空间 的 内 积 

1) 下 王 下 一 (Oo 02E 有 中 两 个 向 量 a= 
(2 0 ，B= (0 3) 则 定义 内 积 为 


(ga, B)=a'B8= Day / (1) 
2) Y=C(a,8) 表示 闭 区 间 [a， 站 上 连续 消 数 全 体 . 

Vf (w),g (82) EV， 可 以 定义 内 积 ， 机 
(f ,9) =| 1 (w) g (Ww) dn : (2) 


“4. 了 是 多维 欧 氏 空间 ， 下 一 厂 (al ,an) 
1) 当 (aar)=0 (11) 时 ， 称 xi,as 功 了 7 的 一 组 
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正 交 基 . 
2) 当 aa) = 1 


一 组 标准 正 交 基 . 
3) 当 普 二 R* 了 肝 ， V=L (al i) ， 邻 4=(a，… 
xj ， 在 内 积 〈1) 的 意义 下 ， 则 


有 有 时， 称 @ 0s 为 的 
， 1, 了 + nn 四 
0 〈 计 力 


Ci 
CI On 为 正 交 基 > 2 
CS Pp 


其 中 c>>0. 
0 on 为 标准 正 交 基 寺 > 上 二 = 瑟 ， 

4) 1% 维 欧 氏 空 间 中 任 一 组 基 一 定 可 通过 施 密 特 〈Sch- 
midt) 方法 变 为 一 组 标准 正 交 基 ， 且 过 渡 矩 阵 为 上 三 角 阵 . 
有 即 V 为 一 组 基 为 a1,…,a,s， 将 它 用 施 密 特 法 挛 为 标准 正 交 
基 7y1,…' ,Ys 后， 则 

(Qs ,Os) = (V1 YL 


ti 市， 
了 一 ti,>0 
0 1.,/, 


5. 实数 域 上 两 个 有 限 维 欧 氏 空间 同 构 的 充 要 条 件 站 


其 中 


它们 具有 相同 的 维 数 ， 

6. V1, Vs 是 欧 氏 空间 了 的 两 个 子 空间 ， 如 果 满 足下 
面 两 个 条 件 ， 

1) V=V+V, 


2) (a,B8)=0 va€V,, BEV,. 
则 称 VV。( 或 VY 为 了 (或 V) 的 正 交 补 ， 记 为 V2=Vi. 
欧 拓 空间 六 的 每 一 个 子 空间 广 都 有 了 唯一 的 正 交 补 了 了 :. 
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7. 设 4 是 %xn 实 对 称 阵 ， 则 存在 正 交 陈 荆 使 
了 'AT=7T-14AT=diag( 和 ,Ny ,hn)， 其 中 扩 ,…, 和 是 4 的 
% 个 实 特征 值 . 

8. 是 欧 氏 空间 ， 内 积 满 足 : 

1) (cpB) (aa) (8,B)，【〈( 柯 西 不 等 式 ) 

2) ja+B| 志 1ai+1j6|， (三角 不 等 式 ) 

9. VV 是 % 维 欧 氏 空间 ,，V= 上 (gi,…,a,), 令 4= (ay) 
为 % 阶 方 阵 ， 其 中 a= (4,,9y)， 则 称 4 为 格拉 姆 (Gram) 
矩阵， 格拉 姆 阵 都 是 正定 的 . 

(二 ) 答疑 辅导 

1. 实数 域 上 同一 线性 空间 是 否 可 以 用 不 同方 式 来 定义 
内 积 ? 如 果 可 以 的 话 ， 它 们 算 不 算 同 一 欧 氏 空间 ? 

答 可 以 用 不 同方 式 定义 内 积 ， 比 如 了 = 中 ， VV 中 任意 
两 个 向 量 a= (2 ,Xe ，B= (0 2 ， 定 义 内 积 

(a,B8B)=ka'B 

其 中 为 正 实数 . 不 同 的 就 是 不 同 的 内 积 ( 当 k=1 就 是 
常用 的 内 积 ) 、， 换 句 话说 在 R" 上 可 以 定义 无 穷 种 不 同 的 内 
各 . 

欧 氏 空间 是 具有 三 种 运算 的 代数 结构 ， 一 种 是 向 量 加 
法 ， 一 种 数 乘 向 量 ， 一 种 内 积 。 同 一 线性 空间 ,， 不同 内 积 
(好 第 三 种 运算 不 同 ) ， 就 是 不 同 的 欧 氏 空间 . 换 何 话说， 
同一 个 集合 ， 在 实数 域 上 如 果 上 述 三 种 运算 都 相同 时 ， 才 是 
同一 个 欧 氏 空间 ， 和 否则 就 是 不 同 的 欧 氏 空间 , 

2。 是 不 是 实数 域 丸 上 任 一 个 有 限 维 线性 空间 ? 都 可 以 
定义 一 个 内 积 ? 
答 可 以 . 取 了 的 一 组 基 al, ,xs. 对 wa BE 了 ， 那 


入 = Koi 二 二 aor, B=la+ + ln0s, 定义 
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(G， 及 ) 一 Dk : (1) 


则 可 证 〈1) 式 定义 的 是 一 个 内 积 . 
3.V=E"** 是 实数 域 廊 上 的 线性 空间 ， 常 用 的 内 积 是 
什么 ? 
答 A,BEV, 定义 
(4,B)=tr A'B (2) 
下 证 (2) 式 是 内 积 . VY4,B,CEV ,kKkER，4= (gy) 则 
(A,B)=tr A'B=tr B'A= (BB, 4A). 
(A+B,C)=tr(A+B)'C=tr A'C+tr B'C= (4,C) 
+ (B,CO) 
(kA,B)=tr(kA)'B=k tr AB=k(4,B) 
(A, A) =it A'A= Da?>0 
(4,4) =0 > qj=0 (1,1=1,2,..…,%) > A4A=0 
所 以 (4A,B) 二 tr 4'B 为 R*x" 的 一 个 内 积 . 
4， 正 交 和 与 直 和 有 设 有 区 别 ? 
答 了 ==V,@BV; 是 直 和 ， = 六 +Yi 称 为 正 交 和 . 正 
交 和 一 定 是 直 和 ， 即 若 耻 =VYi+V， 则 了 =Y yi. 但 直 
和 不 一 定 是正 交 和 .比如 在 六 = BR? 中， 规定 内 积 为 普通 内 
积 ，Vi=L(a), V,= 上 (8)， 其 中 a=(]1, 了 D)', B= (1, 2)"， 
那么 ,=V,@BV,. 但 它们 不 是 正 交 和 ,因为 (a,8) = 一 a 
一 30 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 验证 欧 氏 空间 | 
例 1 设 a= (aaz)，B= (5b1,0.)， 为 二 维 线性 空间 尾 
中 任意 两 个 向 量 ，7,9E€ RR， 规 定 
(a,B)= pabs t+ qasbi / (1) 


问 是 否 作成 欧 氏 空间 ? 
解 ” 当 7,9 中 有 一 非 正 时 ，(1) 式 不 是 内 积 。 比如 7p 专 
0, 取 a=0, 0), 则 (a, a)= p<0 这 盾 . 当 p>>0、 a>0 
时 ， 易 证 (1) 式 是 内 积 。 从 而 B? 在 此 内 积 下 为 欧 氏 空 间 . 
例 2 (华东 纺织 工业 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ”% 维 欧 氏 
空间 六 中 向 量 2,9 的 内 积 记 为 (2, 巷 , 了 为 VV 的 线性 变 
换 ， 者 规定 二 元 国 数 
(x,y) = (Tw), L(Y)). (1) 
问 (2%,y) 是 否 为 内 积 ? 
答 ”不 一 定 ， 比 如 工 =0 不 是 内 积 ，! = :为 恒 等 变 换 ， 


又 是 内 积 . 
2， 计算 夹 角 
例 3 设 V=C(-1 了 1)， 计 算 夹 角 《1,w?*>【( 内 积 按 遂 
常 定义 ) ， 
2 
解 os 1,2》 = -07 i) 
Go 一 | d= 8 
(1,1) =2, (zz,z2) 一 后 
cos《〈1J ,0%2 > = v2, 《j ,02 =arccos! 沁 ， : 
3。 求 正 交 基 


例 4 (日 本 庆 店 义 垫 大 学 研究 生 入 学 试题 》 
1) 在 内 积 空间 中 ， 当 给 定 线性 无 关 的 矢量 21,%i,…， 
2,,… 了 上 时， 试用 Gram-Schmidt 步骤 构造 正 交 系 . 
2) 在 三 维 欧 氏 (Euclid) 空间 ER? 中， 从 已 知 的 三 个 和 
晤 ，B1== (3,0,4) ，B8:=(-1,0.7)，B:= (2,9,11)， 使 用 1) 
337 


的 方法 ， 求 正 交 共 C1 02 , 0s, 
解 1) 令 Y=W1， 
(m2. , 


Ya (Y1,Y1) 2 
_ Wns Yi) os (WV, Yr) 
Ys = (Yi, Y) (Ya 1 Yn- 1) Ya _ 1) 4- 3 
nD Wi, Ya , Yn, 即 为 正 交 系 . 
2) 按 上 述 步 骤 ， 令 
= B81= (8,0,4) 
0 = Bs — fe Ui 二 (-4,0,8) 
(Bss01) » (Bs,a2) 
“= bs- (a a) 和 ~ (a a,) * 
一 (0, 3, 0) 。 
鲍 5 了 = 上 (0,23xz) 求 由 下 面向 量 组 
1 ,cos 2, sin0 cos BE, sin Ww (1) 
生成 的 子 空间 证 的 一 组 标准 正 交 组 ， 


解 ” 由 于 
(4 ,cos 712) 一 | cos mwar=0, 
(i{ ,sin m2%) =0, 
(cos MY, cos kw) -| cos mw cos KT ds=0 (mk) 


(sin mo, sin Rg) =0 (mk) 

(sin me, cos Ew) =0 
权 此 向 量 组 (1) 为 正 交 向 量 组 .要 求 W 的 标 维 正 交 基 ， 只 
要 将 每 个 向 量 单 位 化 即 可 ， 
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(1,1) — 4 ， 
(cos MN ,COs MN) =%, 
(sin mo , sin MH) 一 了， 
因此 下 的 一 组 标准 正 交 基 为 
_ 六 = Y cos wv， sin “3 cos Ww, 
sin nz, 
4， 求 与 一 组 向 量 同 时 正 交 的 向 量 
例 6 ”在 R* 中， 找 两 个 单位 向 量 ， 使 它们 同时 与 向 量 ， 
一 (2,4,4,0), B 一 (~ -1.2,2),， y= (3,2,5,4) 
中 每 一 个 正 交 . 
解 设 问 量 (Wi, %2, Wa, 024) 与 G， 8,7 开交， 则 


水 
2 1 -40 
Ys 
~】 -1 22 -0. 
Va 


3 2 54 


a 


求 出 基础 解 系 6== (10, - 12, -2,1)，101=T 249 ， 则 


士 -7 一 :一 (10 一 2 -2.1) 


即 为 所 求 . 
5. 求 正 交 阵 ， 将 实 对 称 阵 对 角 化 . 


例 7 (日 本 讨 岛 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 
211 


121 
112 
2) 关于 矩阵 e' "4 ， 求 使 它 对 角 化 的 正 交 隆 . 

解 1) JjXE- 41=(X- 了?*(%-~4 和 4。 特征 值 为 1,1,4, 
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1) 试 求 将 4= 对 角 化 的 正 交 阵 ; 


求 出 入 = 二 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
二 (~1,1,0), =(-1,0,1) 


用 Schmidt TR 
B= (- 1, ] , 0) ， Bs = 6(- 1, ~1 ,2) 。 
求 出 和 = 和 人 


仿 T= (8:,, Bi, B2) 则 
7 -147 =diag(4, 1, 1). (2) 
,4 1 1 ,, 1 ,, 
2) 定义 6“ 一双 十 可 4+ 274 二 十 -1 4 十 
二 |1m Ss 
其 中 ) 
9 ,一心 十 可 A+ + jr 人生 . (2) 
由 (2) 式 及 题 设 有 
5S 二 轧 十 于 A+ -入 《这 Ar+ ti 7 一 


T-18,.T =B+ GP-1AT + + 0 T-14"T 
1 4 加 4" 
tm 2 
=| 1 下 1 上 + 一 | 1 
1 i 1 
T -iet* 4/2T = lim T-18,T 


得 一 09 


NM: 


. ~ (D7) | 2 ) 

= diag ( 己 BI ,so | ;} n=0 | 
和 T 

—diag(@*', ez' ,e7') 
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一 diag(J, 2,4) 
若 工 也 可 使 e*““ 对 角 化 ， 
6. 格拉 姆 行列 式 
例 8 设 {Q1,…,ar} 是 欧 氏 空间 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 
{B1,…,B,} 是 由 这 组 向 量 ， 通 过 正 交 化 方法 所 得 正 交 组 ， 证 
明 :， 这 两 个 向 量 组 的 格拉 姆 行列 式 相等 ， 即 
Ga, a) |=16(B1%B)| = I (8 8 
其 中 | 
(1 1) 1 01, Gr) 
eee = | 


(an ol) 外 (aa ) 
证 “由 施 密 特 正 交 化 方法 过 程 知 
1 x* 
(B181) = em - -a7. 
0 1 


令 V= 二 上 (qi,…,as)， 那 么 把 V 看 成 一 个 线性 空间 ， 它 也 
是 欧 氏 空间 ， 且 

太一 大 (al yan) 一 也 (CE GD). 
那么 oo ,as 与 B1,…, BB: 都 是 六 的 基 ， 其 过 渡 算 阵 为 7， 
由 于 它们 的 度量 矩阵 是 合同 的 ， 从 而 有 

G (Bi Br) =T"G (a 0) T. 
两 边 取 行列 式 ， 并 注意 到 |Ti1=]， 则 有 

[IG (oa 6) | = 1G (B18B:) |， 
由 于 

C(B…B6.) 一 diag((6 Bi1), (Ba, Oh) (Br, Br)) 


5086J1= 11 (81, PB). 
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例 9 (日 本 乓 岛 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 下 是 有 限 维 实 
线性 空间 ， 已 定义 内 积 (,)， 当 下， VV 为 玉 的 子 空间 时 ， 
试 证 ， 

1) 设 和 VV 中 任 一 矢量 都 正 交 的 矢量 爹 体 组 成 的 集合 
为 Vi 时 ， 则 Vi 为 矿 的 子 空间 ; 

2) W= VOV!; 

3) (V1)!:=V,; 

4) (V+ VV.) := ViN Wi. 

证 1) 2) 证 明 留 给 读者 自己 去 做 ， 

3) 由 2) 知 歼 =V@Vi， 由 于 矿 与 Vi 的 地 位 是 对 
称 的 .也 可 把 六 看 成 Vi 的 正 交 补 ， 所 以 == (Vi) 

4) va€ (Vi+V,)+:, YBEVI, BEVI+V,, 所 以 
(a, 6) =0， 则 aE Vi。 类似 可 知 aE V3， 则 aE VN Vz. 
从 而 (Vi V2) EVIN VD. 

反之 ，VYaE ViN V3, 任 取 BEVI+Vs, 则 B=B1+ Bz 
其 中 B81.EV1，B2EV,, 但 aEVi，a€ ,所 以 

(a, 8) = (a, Bit+ Bs;) = (a, B1) + (a, B2)=0 
则 aE (VV)+:， 此 即 于 但 己 (V +V)+。 综 上 即 证 ， 
8. 三 角 不 等 式 


例 10 (吉林 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 1) 设 A4 半 正定 ， 


(2'AY)’< (A) (Y AY). 


2) 设 4 正定， 证 明 ，(o ga< (2'4w) (yA4-19). 
证 1) 由 4 半 正 定 ， 那 么 存在 半 正 定 阵 B, 使 得 4= 
B'B， 在 三角 不 等 式 


(a, B)’* < (a, @) (8, B) (1> 
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中 ,， 令 ax=BO，8B=2Z2Y， 那么 
(a, 8B)°= (a'B)’= (BBY)’= (WV AY)?, 
(aa) =W A%, (8B,B)=Y Ay. 
代入 (1) 即 证 1)， 
2) 4 正定 ， 在 在 正定 隆 C， 使 4=C'C。 再 在 (了 ) 式 中 ， 
令 a=Cw，8=C 139。 那么 
(a, B) 一 (a 一 (CC 一 (人 2 
(a,a) 一 0 A%, (8, 8) =Y A-'y, 
代入 (了 ) 式 ， 又 得 证 2). 
8$2 ” 西 空 间 
(一 ) 内 容 提要 
1. 严 是 复数 域 到 上 线性 空间 ， 在 上 上 定义 一 个 二 元 复 
消 数 (a, 6) EK .满足 
1) (a,B)= (8,a); 
2) (la, 8B)=i(a, 8B); viEE, 
3) (a+B,7Y)= (a,7) + (8,7); 
4) (a,Q) 是 非 负 实数 ; 
5) (a,0) =0<€->a=0., 
其 中 a,B6,y EV， 则 称 此 二 元 复 函 数 为 内 积 ， 
2. 复数 域 上 线性 空间 下， 定义 了 内 积 ， 则 称 Y 为 西 
空间 . 
3. % 维 线性 空间 KEK"， 对 问 量 
a= (al ,0s), B= (bie, b,) 
可 定义 内 积 为 
(a, 8B)=a8’=a01 t+ + and, 
4. | (0,8)|< (a, 0): (8, 8) 


当 且 仅 当 a, B 线性 相关 时 ， 等 号 成 立 . 

5，AEK"x*， 如 果 4'4= 4 下 = 互 , 称 4 为 西 矩 阵 《〈 它 
是 正 交 阵 的 推广 ) ， 

6. 4Ejrx"， 如 果 二 =4， 称 4 为 厄 米 特 阵 ( 它 是 实 对 
称 阵 的 推广 ) . 
” (二 ) 答疑 辅导 

1， 等 式 (a, 1B8)=l(a,B) 和 (a,B+7y)=(a,B)+ (a,7) 
是 否 成 谋 ? 

答 第 一 个 式 子 一 般 不 成 立 ， 第 二 个 成 六 ， 因 为 

(a,18)= (1B8,a)= (m8)= T(a,B). 

由 此 可 见 一 般 当 ?为 实数 时 第 一 个 式 子 才 成 立 . 

(a, B+y)=( Biry, a )= (Ba )+ (7y,0) 

=(a, 8B)+ (a,Y). 

2， 复 数 域 及 上 线性 空间 了 是 否 都 可 以 定义 内 积 ， 而 成 
为 西 空 间 呢 ? 

答 ” 可 以 ， 比 如 取 了 下 的 一 组 基 sl, …,s*， 又 议 
a 一 08 十 十 Vs 8 一 381 十 … 十 ss， 定义 

(2 ,有 B) 一 0 十 … 十 Way ns， 

则 可 验证 它 是 内 积 。 从 而 站 为 酉 空间 ， 

与 欧 氏 空间 一 样 ， 这 样 的 内 积 定义 不 是 唯一 的 ， 妆 然 对 
于 同一 个 了 不同 的 内 积 ， 形 成 不 同 的 西 空间 ， 

83， 怎 样 求 西 空间 的 标准 正 交 基 ? 

答 西 空 间 中 也 有 施 密 特 正 交 化 法 . 设 wi, …,o, 为 了 
的 一 组 基 , 令 


1 二 C01, 


a (02 B81) 
局 > 一 Co C8) Be 


i 


~», as, BiJ _ (0, 8B,) 
Bs= 0 (81,8, B) B?， 


Br=0 的 


山 (Bi,Bs)=0 (7) 
再 将 B81,…, BB， 单位 化 ， 即 令 


] 。 
yi [18TA， (4 9s 1 ) 


则 字 ,,… ,Ys 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
下 面 举 一 个 例子 ,， 设 V=K, 取 V 的 一 组 基 ， 
oj 一 (] 0 -i), os= (0,1,0), as= (2+1,0.,1) 
由 于 aas 已 经 正 交 ， 所 以 令 
BiI=01: Be=02s 
mA ~ (Be Bh 
一 (23+71 0 1) -2 2 
~ (1,0,1) 
再 将 它们 单位 化 


(1,0, -i) -Tp 


,一 T 冯 TB 一 志和 =(].U. -1) 


y= 6B:= (0,1,0) 
一 TBT 一 芭 7 本 (0.) 
则 yys,ys 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 ， 


4. 在 欧 氏 空间 中 ， 两 组 标准 正 交 基 之 辣 的 过 波 拓 阵 为 


正 交 阵 ， 在 西 空 间 中 呢 ;? 
答 ”在 西 空间 中 ， 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 滤 矩 阵 为 本 
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矩阵， 设 站 为 多 维 西 空间 ，ci,…cs 和 Bi …,B8。 为 了 的 
两 组 基 ， 从 第 一 组 到 第 二 组 的 过 流 和 矩阵 为 4， 则 
(B41 Bs) = (00) (1) 
1 a,… ,0 为 标 继 正 交 基 ; 
4) B1,…,B, 为 标准 正 交 基 ; 
?) 4 为 西 矩 阵 . 
则 上 述 三 句 话 中 有 两 个 成 立时 ， 另 一 个 也 一 定 成 立 . 
先 证 由 1) ,2) 一 >>8) ， 
设 64,=] 0 一 0 (! 关 JJ)， 4= (ah)。， 几 于 oa .as 和 
属 !，,，…,B: 为 标准 正 交 基 ， 所 以 
64 = (B,, Bj;) = andy 十 "andn (2) 
:i (2) 式 即 知 4 4 一 五 ， 
再 证 J),3) 一 之 2)， 由 于 4 为 四 矩阵 ， 所 以 
GD 十 十 Goiay 一 人， 
出 ca, …,c， 为 标准 正 交 基 ， 从 而 有 
和 
得 证 6B,,…,B8,. 为 标准 正 交 基 ， 
最 后 证 2), 83) 一 > 了 .由 (1) 式 可 得 
(aas) = (Bi Bs) A™ (3) 
4 起 西 矩 轿 ，4'4= 44'= 互 ， 两 边 取道 得 
E=A-(A-1) =(A-D’ A 
歼 4 也 是 再 矩阵. 由 (8) 式 及 上 面 已 证 结论 ， 可 知 a， 
an 为 标准 正 交 基 ， 
5. 厄 米 特 和 矩阵 有 上 哪些 主要 性 质 ? 
答 ” 厄 米 特 矩阵 是 实 对 称 阵 的 推广 ， 它 有 下 面 三 个 和 实 
对 称 阵 类 似 的 性 质 : 
]) 龙 米 特 和 矩阵 的 特征 值 均 为 实数 ; 


346 


4 


2) 属于 不 同 特征 值 的 特征 问 量 必 正 交 〈 内 积 为 0》 4 

3) 任 疱 印 阶 厄 米 特 矩 阵 4， 一 定 存 在 %* 阶 西 第 阵 7， 
使 了 ~'4T 为 对 角 阵 ， 

我 们 先 证 1)。 设 为 再 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ， 它 的 相 
应 的 特征 问 量 为 B68,， 则 486=a6， 那么 , 由 4=4'， 得 

BAB= B’'A'B=(A8Y B=(0B8)Y B= 48'8, 
B'AB= B'aB = ag8’'B, 
aB8'B=a8'B8, d= a, 

即 证 a 为 实数 ， 

再 证 2)， 设 和 1,… ,hm 为 西 矩 阵 4 的 m 个 互 不 相同 的 特 
征 值 ( 均 为 实数 )， 其 相应 的 特征 癌 量 为 a1,…,0。， 那 么 

4a, > 和 NiQC， (t=1,2,....,m) 

用 归纳 法 证 明 ， 当 m=1 时 ， 结 论 显然 成 立 , 假设 结论 对 
亿 - 了 了 成立， 再 证 对 和 成 立 ， 度 


kiai 十 bi 十 天 ,0 ， 一 人 (1) 
则 0 一 kAal 十 所 生生 + Aa, = No 十 iy + Ano, (2) 
0= kAn oi 十 和 + hk, Nonm z (3) 


(3) ~- (2) 得 
KCN — ATRL 二 1h Nm) Rm-1= 0 (4) 
由 归纳 假设 a1,…, am- 线性 无 关 以 及 X。 - XN 关 0， 可 得 
/一 … 一 上 -1 一 0， (5) 
再 将 (5) 式 代入 (1)， 可 证 ==0， 从 而 cl, …,cw 线性 无 关 . 
至 于 结论 3) 4 为 正规 阵 , 在 p.264 第 8 章 82 符 疑 辅导 2. 
已 证 ， 
6. 什么 册 厄 米 特 二 次 型 ? 
答 ” 设 4 为 % 阶 厄 米 特 阵 ， 则 二 次 齐 次 闸 数 
f(W1, 0 Ha) = A AX= Da dz, 
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称 为 尼 烷 等 二 次 型 . 
由 上 面 已 知 ， 存 在 酉 矩阵 全 ， 使 
T-iAT=T’'AT=diag(AMi, ,ha), 
故 存在 可 逆 变 换 六 二 TY ， 使 
f (2%,, “"*, Ta ) = A YY 十 ，…* 十 A 人 52 了 
一 了 “qiag( 和 ，… ,和 s》 ， 
其 中 = (WV, NW) Y=(Yy,.…,Y.). 
(三 ) 题 型 归 类 
了 ， 化 厄 米 特 阵 为 对 角 阵 
例 1 已 知 21“6 -2 了 3 -65 
a v6 si 
6 -8327 316 
试 求 一 画 矩 阵 4 ， 使 二 -1447 为 对 角 阵 . 
解 [XB -A|= 和 (A-1), N=As=0, N=1, 
求 出 入 二 0 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
ci 一 (Tt 2 .0) 
m= (6 -1 31,8) 
求 出 和 = 了 工 的 特征 向 量 为 
d=- V6t,v 3%,7) 
用 施 密 特 方法 正 交 化 ， 再 单位 化 后 得 
B= 30 ,0) 


(VV 21, -i 8) 
-VV 2211 3) 
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2 一 2 

0 V3 Vs 

则 TT-14T=diag(0,0,1). 

2， 西 空间 的 性 质 

例 2 证 明 ， 西 空间 V 内 两 两 正 交 的 非 零 向 量 必 线 性 无 


Vv | 


大 . 
证 ” 设 疝 量 组 ci, ,an 两 两 正 交 ， 设 
0= Kat+ :+ KG, 
由 于 (a,0)=0， 从 而 
0 一 (Ci 十 … 十 no 0) = ko,, oa) 
(al al)>0，.。 ,二 0. 由 守 的 任意 性 即 证 . 
例 3 设 耻 是 和 维 西 空间 ， 玉 是 站 的 子 空 间 ， 称 集 
评 - = 一 {aEF (86)=0， 对 一 切 6E 邦 } 为 太 的 正 交 补 . 
证 明 
1) WY+ 为 了 的 子 空间 ; 
2) 设 81,…,e; 为 WW 的 一 组 标准 正 交 基 ， 将 它 扩 大 为 V 
的 一 组 标准 正 交 基 81,…,er,srn, ,Bs 则 
Wi= LL(e,,, Ba) 
3) V=WEW+ 
证 11) (0,8)=0 (一 切 BE 卫 ). … 0€E W' 
V_ a,,02E Wi1, ,4 为 任意 复数 ， 则 
(kal+las, B)=E(0,B)+I(a, BB)=0, (— 切 BE WW) 
:所 以 Ka 十 luzE Wt+， 即 证 WW 为 的 子 空间 . 
2) 了 (es8) 王 序 上 是 显然 的 . 
反之 ，v aE W+， 那 么 
a= kelt+ + her + Kriertrid :+ ke 
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0=(a,e)=k, (i=1,2...,7) 
a=k, griti+ t+ hss EL(8,1, ,6n). 
Wi+CL(s,41,"… ,5n)。 有 好 证 2)， 
3) 由 2) 可 知 V=WEGEWI. 
例 4 在 西 空间 中 证 明 不 等 式 
la+ BI<|al+|B8|. 
其 中 |a|?= (a, a). 
证 (a+B,a+B)= (a,a)+ (8,B)+(a,B)+(B,a) 
|(a,B8)|<|al:181, 1(8,0)1<|lal.18l 
. la+Bl*<lal?+1B8}:+2Ilal.18|=(lal+181):. 
出 la+Bl<lal+18]. 
3。 丁 矩阵 的 性 质 
例 5 西 矩 阵 的 特征 值 的 模 为 1 ， 
证 设 和 为 西 和 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 其 相应 特征 向 量 为 * 
a， 那 么 
Aa=Aa, a'A'=A'a’ aa=a4d4 4 一 Na ae 
两 边 消去 a a， 得 |A]*==1]， 故 | 和 | 二 1， 局 
例 6 设 刀 ,C 分 别 为 由 级 ?级 方 阵 ， 令 了 D=(0 ch) 


证 明 ,DD 为 酉 矩阵 的 充 要 条 件 是 4=0 且 B.C 均 为 本 矩阵 . 
证 充 要 性 显然 ， 下 证 必要 性 ,因为 


5=0D=( (2 4 (2 pA ) 


A C/O C A4'B A'A+CO'C 
BB=E, A'B=0, B'A=0 (1) 
A'A+C'C=E (2) 


由 (1) 式 知 B 为 西 矩 隆 . 西 矩 阵 可 逆 。 由 (1) 式 可 证 4=0. 
再 由 (2) 式 可 于 CC 一 互 ， 即 ( 西 抹 阵 . 
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$3 正 交 变 换 
(一 ) 内 容 提 要 - : 
1. 了 是 欧 氏 空间 ，c 是 了 上 线性 变换 ， 如 果 c 袜 是 下 
- 列 条 件 之 一 ， 即 为 上 的 正 交 变换 ， 
1) (o(a),o(B8))=(a,8), va. BEV,; 
2) lo(a)|= 1al, vaEV; 
3) 者 Qi1,02,… ,Qs 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 ,那么 c(ai)， 
(an) 也 是 了 的 一 组 标准 正 交 基 : 
4) a 在 任 一 组 标准 正 区 基 下 的 邱 阵 是 正 交 括 : 
5) o 在 茶 一 组 标 维 正 交 基 下 和 抑 阵 是 正 交 阵 . 
2。 亚 区 变 换 分 两 类 ， 设 正 交 变换 o 在 某 一 组 标准 正 交 
基 下 和 抢 阵 为 4， 当 141=1 工 时 ， 称 为 施 转 或 称 为 第 一 类 的 
当 141=- 工 时 ， 称 为 第 二 类 的 正 区 变换 ， 
3。 正 交谈 换 o 是 欧 氏 空间 的 自 同 构 映射 . 
4。 正 交 变 换 的 积 与 正 交 变换 的 邀 ， 仍 为 正 交 变 识 ， 
5. 正 交 变 换 c 保持 夹 角 不 变 ， 即 
oa(a),o(B8) > 一 a.B> , va, HEV. 


(二 ) 答疑 辅导 

1. 欧 氏 空 间 中 保持 内 积 不 变 的 变换 是 不 是 正 交 变 换 ? 
(西北 大 学 研究 生 人 学 试题 ) 

答 是 的 . 由 此 可 证 它 是 线性 变换 ， 从 而 为 正 交 变换 . 
下 面 来 进行 证 明 . 


设 e 保持 内 积 不 变 ， 对 任意 w.6EY ， 任 意 实 数 A， 
(o(ka) -koa, o(ka) -Hora) 

~ (og(Ka),o(ka)) + (Koa, koa) -2(0 (ka), Koa) 

~(og(ka),o(Kka)) +k(oa,oa) -2k(0 (ka), oa) 
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一 (pa .pau) 十 12(a al) ~ 2k(ka,a)=0 
o(ka)— ko (a). 
同 理 可 证 o(a+B)= (0) +0(8), 从 而 e 是 线性 变换 ， 再 : 
2， 殿 持 任意 两 个 非 当 向 量 夫 角 不 变 的 线性 变换 是 于 为 
正 交 变换 ? 
答 ”不 一 定 是 正 交 变换 ， 比 如 下 是 欧 氏 室 间 ， 令 af(a)， 
=3ax(YaETY )， 则 可 验证 
Ca(a),o(B)> = Ca,B>, va,BETV. 
但 o 并 不 是 正 交 变换 ， 因 为 
lo(a)l=3lal, vaEV, 
并 不 保持 向 量 的 长 度 不 变 . 
d(a,B)=|a-B| va,BEV 
为 距离 ， 问 保持 距离 不 变 的 变换 是 不 是 正 交 变换 ? (山东 大 - 
学 研究 生 入 学 试题 ) 
答 ”是 正 交 变 换 ， 比如 o 是 V 的 变换 ， 且 
d(oga,oB)=d(a.B) a.BEV., 
从 而 有 
(ga,oa)=[d(oa,00)]=[d(a,a)} = (a.0), 
同 理 有 (o8,0B86) = (8,B8). 由 上 面 两 式 可 证 
(g(a),a(B))=(a,B) va,BEV 
从 而 保持 内 积 不 变 ， 故 o 为 正 交 变换 . 
4. TY 为 % 维 欧 氏 空间 ，a1,… ,0 为 V 的 一 组 基 ，ce 十: 
(og(@) oa) = C0,0) (1)=1,2,...%) 
问 ca 是 否 为 正 交 变 换 ? : 


A 


答 ”是 的 .我 们 只 要 证 明 保 持 内 积 不 变 就 可 . 取 『 中 任 
意 两 个 向 量 : 


a= Dka, B= Zilya 
{=1 f=1 


那么 
(g(a),0(B8))= kl (0 (0), (ay)) 
=Zkl(a, a)= (a,B). 
5， 什么 叫 对 称 变换 ? 它 有 了 哪 些 主 要 性 质 ? 
答 『 是 % 维 欧 氏 空间 ，c 是 ?的 线性 变换 ， 如 果 满 
是 
(ga,B)=(a,0B8) va,BEV (1) 
则 称 o 为 对 称 变换 . 
对 称 变换 o 有 两 个 主要 性 质 ， 
1) o 在 V 的 任意 一 组 标准 正 交 基 8&1,… ,ss 下 算 阵 为 对 
称 阵 ; 
2) 了 ,是 o 的 不 变 于 空间 ， 则 Vi 也 是 o 的 不 变 子 空 
则 . 、 
先 证 1). 设 
0o(g1'e2s) 二 (81…84)A4， 其 中 4=(@&)) 
下 证 “44 二 4y。 / 
(0o(8,),8/,)=ay 
(81,08/) = (068),,8)= 
而 (oo(8),8y) 二 (81,084)， 元 二 4 
再 证 2). YaE V+, 下 证 oaE€V!:.vyvBEV1, 则 gcBE 
了 71，。 所 以 : i / 
| (ga,B)=(a,0B8)=0 
册 B 的 任意 性 .oaE€ Vi. 


6， 什么 岂 反 对 称 变 换 ? 
答 了 为 多 维 欧 氏 空间 ，e 是 下 的 线性 变换 ， 如 果 满 
(oa,B8B)= -~- (a.08) Ya,GEGET 

由 称 0 是 反对 称 变换 . 

尼 与 对 称 变换 类 似 有 两 个 主要 性 质 . 

1) 反对 称 变换 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 和 拖 阵 为 反对 称 阵 .. 

2) Vi 是 反对 称 变换 o 的 不 变 子 空间 ， 则 了 ,上 也 是 的 : 
不 变 子 空间 ， 

下 朋 方法 同 对 称 变 换 类 似 ， 

7. 什么 叫 西 变换 ? 

答 了 是 西 空间 ，c 是 耻 的 线性 变换 ， 如 果 满 足 

(oa,oB)=(a,B) va,BEV (1) 

则 称 o 为 区 变换 ， 

8， 本 变换 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 ” 它 具有 与 正 交 变 换 类 似 的 性 质 . 设 V 是 % 维 西 空 
间 , o 是 了 的 线性 变换 ， 我 们 可 证 下 面 四 句 话 等 价 ， 

1) o 是 西 变 换 ; 

2) loal=|al Vva€V (2) 

3) oa 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 和 矩阵 为 西 撼 踪 ! 

4) o 把 任 一 组 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ， 


先 证 1) 二 > 2)， 
loal:=(oa,oa)=(a,o)= ial’ (3 小 
oajl 一 jc|， 
再 证 2) 一 人 > 3). 设 e1,… ,ss 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
o(81%8s) = (81'"8n) A (4 
下 证 4 为 本 和 矩阵. 
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(go(8r+es),o (8 + 8))) 
—(g(8),0(8)) + (08,,0e8,) 


+ (ao(er),o(8)) + (0o(8), 0 (8z)) (5) 
(8¢c+8,,84+8) = (8rs 87) + (8;, 8;) 
十 (aky 387) + (8y, 8r) (6) 
:由 (8) ; (Bb),， (06) 三 个 式 子 得 证 
(aa8r,G8i) + (ges,T8r) = (81, 68) + (6s, 82) (7) 


租用 iss 换 ss， 可 得 
(g(t81) ,08s) + (gg8y,0 (L871)) = (87,8;) 十 (8,,282) 


(se,I8i) 一 ca8r,OIa8r) 一 1(8c,sr) -2(08 ,8c) 


ix (7) 十 (8)， 化 简 可 得 
(G&Lr,08;) = (8r, 6). { 9) 
再 证 4 为 西 和 矩阵 ， 
61x51 十 … + Aordny 一 (Oak 068) = (8r, 5;) 下 pa 


四 4'4 二 加， 从 亲 4 为 西 和 矩阵 ， 
再 证 8) 二 >4)。 设 61,… ,8s 为 了 的 一 组 标 惟 正 交 基 ， 
二 在 si,…,ss 下 抢 阵 为 西 矩阵 4。 下 证 csl,…css 也 是 标 


准 正 交 基 ， 
首先 由 (4) 式 及 4 可 道 ， 可 知 cal…,Iss 为 了 的 一 组 
基 。， 
(Ga8i,OI8i) 一 (0181 十 十 GaiBn 01131 十 十 CrySn) 


1 (i=)) 
0 (ie)) 
即 证 cei,…,ces 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

最 后 证 明 4) 一 >1)， 在 了 取 一 组 标准 正 交 基 81,… , s。. 
二 


一 0161 十 十 GniQGny -1 
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Of(Sslco) 一 (38318044 (10) 
由 4) 假设 可 知 o81,… ,oss 为 标 维 正 交 基 . 峙 上 节 证 明知 4 
为 西 扼 阵 . 现在 V 中 任 取 两 个 向 量 
X= he, B= Xls, 
那么 
(oa,oB8)= (Skoe, Slioe,) 
二 el 二 十 wl, ， 
(a ,BT) 一 (之 天 8 之 1 一 天， + t+ knl,, 
(ga,o8B)= (a,8). 
由 a,B8 的 任意 性 ， 故 o 为 西 变换 . 
(三 ) 题 型 归 类 
1. 验证 正 交 变换 
例 1 (哈尔滨 师 大 研究 生 入 学 试题 ) 设 ”是 mw 维 欧 氏 空 
间 VY 的 一 个 单位 向 量 . 定义 
oa=a -27n,0)n (1) 
证 明 ， o 是 第 二 类 (行列 式 等 于 ~ 了) 的 正 交 变换 
证 先 证 o 是 的 线性 变换 Va,B8EV，k, 1ER( 实 : 
数 域 )， 由 (]) 式 
og (kat+tB8)= (ka+lB) -2(n,kat+tB)n 
=koa+ loB. 
所 以 o 是 的 线性 变换 ， 
再 证 保持 内 积 不 变 ， 由 (7,”) 二 1]， 则 
(oa,oB)=(a- 2(7,0)n,B -2(7,B)n) 
=(a,B8) -2(7,8)(n,0) - 2(7,0) (7,8» 
-+4(n,0)(n,8) 
=(&,B8). 
即 证 o 为 正 交 变换 . 
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最 后 证 明 c 是 第 二 类 的 . 由 ?7 是 单位 向 量 , 将 它 扩大 为 
7 的 一 组 标准 正 交 基 为 9,az,…,cx*， 则 由 (3) 式 可 证 
0 一 一 7 
Ge 一 8 (2 一 了 ,也 ) 
改 0 在 基 7,sz,…,sn 下 和 矩阵 为 diag(-T ,JJ)， 其 行列 
式 什 等于- 工 故 c 为 第 二 类 正 交 变换 . 

例 2 在 2(2>2) 维 欧 氏 空间 了 中，& 是 一 些 向 量 所 成 
之 集 ， 其 中 有 多 -本 个 线性 无 关 的 向 量 . 又 设 a 交 0, 且 a 与 
中 每 一 向 量 正 交 . 若 了 上 线性 变换 o 满足 

oB=pB VE 
oa= -a 
证 有 明 ，ce 是 第 二 类 正 交 变换 ， 

证 设 c, on- 为 六 中 小 -1 个 线性 无 关 的 向 量 ， 
令 扩 =Za ai)， 在 到 中 取得 一 组 标准 正 交 基 el,… 
En-1。 再 令 8 一 Te. 则 s ,sn 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 . 
由 假设 可 证 ; 

ge,=8, (2=1,2...%— ]) ， ser=a (Tare )= 一 Sn。 
因此 c 将 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ， 从 而 o 为 正 交 变换 。 

c 在 标准 正 交 基 sl,…,s* 下 矩阵 为 diag( 卫 ,… 丁 , 一 了] 了 )、 
行列 式 值 等 于 ~1， 因 此 是 第 二 类 的 . 


2. 作 正 交 变 换 
例 3 设 o,…,as 和 Bi1,…,Bm 是 ww 维 欧 氏 空 间 V 的 
两 个 向 量 组 .证 明 存 在 一 正 交 变换 oc， 使 
oa,=B, (i=1,2,...,m) (1) 
的 充分 必要 条 件 为 
(@ 0) = (BBI) (1,I=1.2,...,m) (2) 
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证 ” 先 证 必要 性 ， 
(868)= (aaay) = (aa) (17=1,2,..,m). 
再 设 充 分 性 ， 设 wa, ,ar 为 a1，…,an 的 一 个 极 大 线 性 
无 关 组 ， 再 将 w ,…a* 用 施 密 特 方法 正 交 化 ， 即 存在 讲 秩 上 
三 角 阵 4， 使 得 
(8 …8r) 一 (al …ar)7 ， (3) 
其 中 81,…,e; 为 标准 正 交 间 量 组 . 
由 (2) 式 ， 以 及 Qa1,…,a; 线性 无 关 。. 可 证 B61,…,B;, 也 
是 B1,… ,Ba 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 令 
(91°%97) = (B81°%…B:)T (4) 
由 (2) , (3) 两 式 可 证 
(m1,n1) = (8,, 83) (5) 
从 而 mi,…,9* 也 是 一 个 标准 正 交 向 量 组 . 
分 别 将 81，…,e: 和 7 ,7 扩大 为 了 的 两 组 标准 正 交 
基 5 rr ,65 各 91,9r19rtir"' ;Wa。 害 义 
oe,=n (1=1,2,...,%) 
则 o 是 线性 变换 ， 且 将 标 鹰 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ， 因 此 
是 正 交 变换 ， 
最 后 证 明 e 满足 (了 ) 式 ， 
(BiB-) 一 (9 一 (和 ay GeSr) 
=I(8i…8r) 一 IC …or)) 
一 (cai…car) 了 
“ oa,=B, (1=1,2,...,7). 
对 于 Yas(j = 二? 十 了 ,…,m)， 有 
oy=lart+ + ia, 
ga=hoat .+ lioa,=lB1+ .+1B,. 
由 o 为 正 交 变换 ， 保 持 内 积 不 变 ， 以 及 (2) 式 ， 则 
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(gas~ Bi,o0- By)=(o0,00)+ (BB,,B,) 
-2(00;, Bs) 
=2(g,,0;) -2(l1Bit+ +1,B8., Bs) 
=2(0,0) -2(08,0))=0 
| om=B, (1=7+1,.,m). 
例 4 设 4,B8 为 % 维 欧 氏 空间 VV 的 两 个 单位 向 量 ， 证 明 
存在 第 二 类 正 变换 oo， 使 ca=B6， 
证 分 别 将 a 和 6 扩大 为 V 的 两 组 标准 正 交 基 
Q,82," ,8n $B,n2, ,Nn 
设 过 渡 年 阵 为 工 ， 即 
(a,82,°" sa) 一 (Gan 
1) 当 | 上 1= -1 时 ， 由 上 题 知 存在 正 交 变换 o 使 
ou=B,o8=n, (1= 2,..,%) 
则 | 
Oasis8s) 一 (ro pn) 一 (as so) 
=-]、 从 而 ce 为 第 二 类 的 ， 
2) 当 | 了 |=]， 仍 由 上 题 存在 正 交 变 换 o。， 使 sa=8B， 
08=WN(L=2,.% ,WN~1), oss= -nn 则 
oo,82° ,8s) 一 (Ta ,Tal1, ~ 1n) 
= (a,82.,85) 7, 
则 和 过渡 矩阵 | 二 | 二 - 1. ec 仍 为 第 二 类 的 . 
$4 综合 题 
例 1( 湖 南大 学 研究 生 入 学 试题 设 卫 是 西 空间 了 的 一 
个 线性 变换 ， 于 是 下 面 四 个 命 是 互相 等 价 的 ， 
1) 了 是 西 变换 ; 
2) 工 是 同 构 映 射 ， 
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3) 如 果 81,… ,ss 是 标准 正 交 基 ， 那 么 18，…，, 人 s, 也 
是 标准 下 交 基 ; 
4) 了 在 任 。 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 西 失 阵 
证 JJ) 一 2) 1 是 西 变换 ， 由 p.245 本 人 草 $3 答疑 辅导 
8 知 ， 取 六 的 标准 正 交 基 后 ， 在 这 组 基 下 矩阵 为 西 和 矩阵 4， 
14| 直 0, 从 而 T 是 可 逆 变 换 ， 即 工 是 双 射 . 
另外 , 1 是 线性 变换 ， 所 以 
T(a+B)=T(a)+T(8) va,BETV. 
T(ka)=kT(a) vkER AEV 
下 由 工 是 西 变 换 ， 有 | 
(Ta,T7B8)=(a,8) va,BETV. 
即 证 荆 是 同 构 贞 身 . 
2) 二 1) 显然 ， 
1) 与 3) 等 价 见 p.354 本 章 88 答疑 辅导 3. 
1)=->4) 任 取 下 的 一 组 标准 正 交 基 sl,…,s*, 人 是 丁 
变换 则 由 8) 知 ，7Zs,,…7e, 也 是 标准 正 交 基 ， 则 
7 (ss8s) 一 (8 …8n)4 
由 p.345 本 章 82 答疑 辅导 4 知 4 为 西 矩 阵 . 
4) 一 1]) 取 『 的 一 组 标准 正 交 基 01,…,04,， 设 
T (qs) = (G1. 0s)B 
由 4) 假设 知 B 为 西 拭 了 泗 ， 仍 由 本 章 82 答疑 辅导 4 ， 则 ai 
… ,Ta, 为 标准 正 交 基 ， 则 由 3) 知 工 为 酉 变换 . 
例 2” 设 K[%]，, 为 复数 域 到 上 次 数 不 超 过 多 的 多 项 式 全 
体 ， 再 加 上 零 多 项 式 .。 Vf(3) ,9g(2) EK[%], 规定 二 元 函数 
如 下 ， n | z 
(f= SWIND (1) 
征明 (]) 式 定义 的 (f,9) 是 内 积 ， 从 而 天 [2], 构成 西 空间 . 
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证 YF(O),9(2) , 帮 (2)EEFZ]，7E 瑟 , 则 
(f19) = DDIT, (9,1)= DNF 
(f ,9)= (0g,f). 
(f+ 9,h) = DUD FDIRE = Fh) + 9,h), 
(1f,9)= SU =LF ,9). 


(f,f) = SN FN. 


(f,f1)=0<>f(DF0ND =0 (1=1,2,.…,%) 
>f())=0 (j=1,2,.%,%) >f(%) =0 
所 以 (f,g) 是 内 积 。 牙 [%,] 关于 此 内 积 构 成 西 空间 . 
例 3 设 T,5 为 欧 氏 空间 了 的 两 个 线性 变换 ， 且 对 于 VV 
中 任意 向 量 a4， 均 有 
(Ta,Ta)= (Sa, Sa) 
证 明 ， 值 域 V=TV 与 V;=SV 同 构 ， 
证 令 加 
p: Ta>Sa, vaEV 
即 p(Ta)= Sa. 下面 证 明 9 是 与 Vi 的 同 构 上 映射. 
车 Ta=TB， 则 了 Tla- B66) 二 8， 从 而 
(S(a-B),S{g-8))=(T(a=B),T(a- GD)) 
= {0,0)=0 
故 T(a-B)=0, Sa=8BA, 
即 p 为 了 , 到了: 的 映射 面 且 最 然 p 是 满 射 ， 
其 次 ， 若 Tasxe 7B, 则 必然 Ra 久 6， 因 若 Sa=88p， 
则 由 上 知 ， 又 有 Ta=7B. 歼 9 为 到 V 上 的 单 射 , 从 
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而 2 为 双 射 。 
p(Ta+t+TB)=9(T(a+B))=S(a+B)=Sat+SB 
=9(Ta) + (TB). 
p(k(Ta))=9T (ka))=8 (ka)=k(Sa) =kop(Ta). 
且 设 Ta, BE, 则 
(T(a+B), (atB)) 
~ (Ta, Ta) +2(Ta, TB8) + (TB,78) 
(S(a+B),D (a+ B)) 
一 (Sa Sa) +2(Sa, SB)+ (SB,S8) 
比较 两 式 得 
(Ta, TB8)= (Sa, SB). 
故 9 为 了 与 也: 的 间 构 映射， 从 而 Vi 与 V, 同 构 ， 
例 4 设 cl as, as 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 试 
求 正 交 变 换 荆 ， 使 


解 ” 设 Tas= wial+ W009 + Wa0s， 若 为 正 交 变换 ， 
1 (a, C2， 03) 一 (ol， Os, 03 ) 4 


下 
i 
和 


4 2 Bw 
A= 党 2 -J 3 
-]】 2 82, 
就 是 正 交 阵 ， 则 由 列 正 交 有 
[em (1) 
62 ~ Bas + 6%, =0 (2) 


(1):~ (2) ， 可 得 = 2 ， 再 由 最 后 两 行 正 交 得 
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822 =4， 1 


当 Va = b= — 8 代入 (了 ) 解 得 1= 言 ， 当 入 = = 加 二 号 时 ， 
pF _ 了 
可 得 2=- EE 
2 2 
下 Tos— Sa 一 "2 一 3 或 Ta = 一 Eo + 十 
2 
可 “8 均 可 . 


例 5 设 o 是 % 维 欧 氏 空间 V 的 对 称 变换 ， 若 oj: 一 1， 
则 c 是 正 交 变 换 ， 

证 取 了 的 一 组 标准 正 交 基 eu, … as， 设 o 在 这 组 基 
下 矩阵 为 4， 由 于 o 是 对 称 变换 ， 由 上 池 知 4 为 实 对 称 阵 ， 

站 可 得 4 一 盏 ，4= 4-L， 

A'= A= A-! 

由 4 为 正 交 阵 ， 从 而 c 为 正 交 变 换 ， 

例 6 (湖北 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 o 为 % 维 欧 氏 空 
间 在 的 一 个 反对 称 线性 变换 ， 证 明 

J) CC 士 tv 为 满 秩 的 ; 

2) r=(c-zr)(c+zir) -1! 为 正 交 变换 

证 ]) 取 VV 的 一 组 标准 正 交 基 a1,…,as, 设 oo 在 这 组 
基 下 和 矩阵 为 4. 由 上 池 知 4 为 实 反 对 称 阵 ， 由 pp. ” 全 
区 ] IA4+E|=|E- Alwo 
故 e 士 i 是 满 秩 的 . 

2) 令 B=(4- 恕 )(4+ 恕 )-!, 仍 由 了 . .260 例 2 知 有 为 
正 交 阵 ， 它 对 应 的 线性 变换 (c- let zi) 一 就 是 正 交 
变换 ， 

例 7 (第 三 届 全 国 大 学 生 散 学 夏令 党 证 ) 给 定 %nxmn 
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实 矩 阵 4 和 % 维 实 向 量 a， 记 8" 中 原点 到 点 集 {4z - aw 
ER"} 之 最 短 距 离 为 4. 试 证 ,，d= 14z -al， 其 中 必 为 
方程 4 42= A'a 的 解 . : 
证 在 E" 中 定义 内 积 为 
(@,B)=aB va,BER" (1) 
则 R" 构成 欧 氏 空间 ， 且 
|al :=a'a. (2 
由 (2) 式 ， 对 任意 YER” 
[Ag -al?=|(Az, -a)+ A(2 -wo)|? 
=[(A%, ~ a)+A(%~- 2%)][(Ax, ~ a)+ 
A(w — %0)] 
=|Av,~al:+ |A(g ~ 2%)|:+2(%- 
wo)' (A’'Aw, ~ A'a) 
=|Axe~al:+|A(2- 2o)|: 


2 | Av,- al’ 
由 的 任意 性 ， 所 以 
d>|A4x,~al. (8 
另 一 方面 z,E R"， 因此， 又 有 
|Aw, -~ a| >d. (4 


由 (3), (4) 两 式 , 即 证 d= |Awo- o| 
例 8 证 明 J]) 矩阵 之 积 为 西 矩 阵 ; 
2) 西 和 矩阵 之 逆 为 本 纸 隆 ， 
证 J) 设 4,3 为 西 矩 阵 ， 因 为 
(A4B)-!:=B-!14-1=B'A'~ AB'. 
所 以 48 为 西 给 阵 。 
0) 设 “为 再 短 阵 ， 全 一 
Mp (J ¥ 
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由 (了 ) 式 可 以 看 出 4' 是 酉 矩阵， 即 471 为 本 矩阵， 
例 9 “(日 本 早稻 田 大 学 研究 生 入 学 试题 ) 设 4= (co 
为 复 % x% 先 阵 
1) 证 明 ; 互 =4' 4 是 厄 米 特 矩 阵 ; 
2) 证 明 : 如 的 特征 值 全 非 负 
3) 设 414= 44， 这 时 车 选 适当 酉 和 卸 阵 已, 则 易 知 
U-140 = 人 (和 为 对 角 阵 ). 现 使 用 这 一 结论 证 明 ; 设 4 兵 
所 有 特征 值 为 入,…, 入 :+。 则 等 式 
SI Dla 
成 立 . 
证 ]) 瑟 '=(44) = 不 4= 瑟 ， 故 互 是 厄 米 特 阵 - 
2) 设 % 是 % 维 列 向 量 ， 则 | 
vw' Hs=( Aw )'Ax= | AX|:>0 
其 中 14x| 为 长 度 ， 
设 入 为 于 的 特征 值 ， 相 应 特征 向 量 为 6， 
HB=\B, .. 0O&B'HB=MAB'B=A|B|’ 
删 入 宇 0， : 
3) 设 0-140= 八 ， 其 中 人 = diag (A ,入 ) 
U-1iHU=U-iA'UU-iAU= 人’' 人 \ 
一 diag(| 和 | 2 *…, | A» | ) 
SA =t UVU-HU=tr H=tA'd 


= 之 | ore| 
了 人 
例 10 〈 日 本 大 既 府 立 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ”有 两 个 
后 米 特 和 矩阵 4 与 B, 使 4B=B4 成 立 的 必要 充分 条 休 是 蕉 
在 一 个 西 拭 阵 U，, 使 人 A=U0-'14U0， 人 :=07'B80 为 对 角 阵 、 
证 ” 仿 p .111 第 三 章 86 综 合 题 例 8 可 证 . 
30b 


第 十 一 草 广义 逆 和 矩阵 与 M 和 矩阵 


$1 哈达 玛 积 写 克 涅 朗 元 积 


《一 ) 内 容 提要 
J，4= (ay) 和 B= (5b,y) 均 为 8Sx8 和 矩阵 ，C=(coy) 也 
:是 sx 和 矩阵， 称 为 4 与 已 的 哈达 玛 积 ， 其 中 
C= bs (一 2 33 f=4,2,.…,%) 
所 为 0O=4#*8., 
2. 4= (aj) 和 和 B= (6b,,) 分 别 为 Sx% 和 txm 秆 阵 ， 


称 矩 际 
auB … Gin 
oi 
QeiB 1 doenB 
汶 4 与 8 的 克朗 湿 克 积 ， 记 为 C= 4038, 
显然 4&B 为 tx%m 欠 阵 . 
《二 ) 答疑 辅导 
了 哈 氏 积 有 哪些 主要 性 质 ? 
13) A*0=0* A=0. 
23) A»B=B* 4. 
;8B) (A4»B}*C0C=A* (Bs»C). 
-4). i) Aw (B+O)=—=A* B+AsC. 
1i) (B+O)* A=B* A+C* 4, 
5) 4se'e' 一 4 其 中 e'= (二 …, 本). 
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6) 4* 五 一 diag(9it022 weGnn) ， 
其 中 4= (ao ) 为 % 阶 方 阵 ,如 为 % 阶 单位 阵 . 
这 里 我 们 只 证 4) 的 i) 及 5) 6) ， 其余 依 定 义 易 得 证 .， 
记 s x% 阵 为 4=(aj)，B= (8,1;),， C= 二 (4awy) 于 是 
A*# (B+C)= (a (b+ 61)) 
=(aybsst a res) = (Gb) + (a Ck 
二 A*B+A*C、 故 4) 的 i) 得 证 . 
下 证 5) ， 因 为 


] ] .jj 
8e :一 oo 
了 于.… 本/， 
于 是 有 
4s#ee' 一 (4 x1)= (0)= 4, 
对 于 (6) 
CI Qin 1 an 四 
。。 -| 有 | | 
Gnt °° Gan 1 ms 天 


=<diag(clb0se Cash) 
2.、4 必 83 与 83@4 是 否 相 等 ? 
签 ” 一 般 是 不 相等 的 ， 比 如 


CC 1 (dvs 

ab acts ac 
42B= ( )= 3 
bB be! be, 
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CI4 c,A 
cad ,4) 
Clq Co 
cb cb 
Cs4 Ca 
CD cb 
视 要 axb, ci*cs 时，A@B*% BA4. 
8。 殉 朋 涅 克 积 有 哪些 主要 性 质 ? 
答 。 主 要 性 质 如 下 ， 
1) 4C0=0w4=0 
2) EMEP, =E,, 
斌 中 已 ,表示 了 阶 单位 阵 ， 
3)》 E(ALB)= (KADB= AOEB) 
4) (4®B)®C= ALBEC) 
5) 1) A® (BI+B,)= AWB+ AWB,. 
ii) (41+ 4,)®B= AQB+ 4.8B. 
6) (4QPB) =4 GD 
7) (4@B)(CCD)=(4C)@(BD) 
8) (B.SOA(BOE,.)=< BOL,) (LO A 
计 中 4 是 mwm 阶 方 了 省，B 是 % 阶 方 阵 . 
9) (EB,OX)A= AOA 
40) A( 忆 .OX')= 二 4X (是 列 向 量 ) 
1) 设 和 多 阶 方 阵 4 及 和 m 阶 方 阵 忌 则 
| 4®B|I=|14|":.1B1)". 
J2) 设 sxm% 阵 4 及 ixm 阵 B， 则 
rk(ABB)=1k(A) .rk(B) 
在 上 述 运 算 中 对 和 盾 阵 的 加 法 及 乘法 应 满足 可 加 性 及 可 胰 
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性 .我们 只 给 出 部 分 性 质 的 证 明 ， 有 的 用 定义 是 很 容易 证 四 
的 ， 
对 于 4) 由 
41 .+ ainB 
ee 
GuB oe qnB 
au(BE&C) . gin€BOO) 
| 上 4 (有 OOC 为 
a (BSEC) … aon( 有 CC) 
所 以 全 成 立 ， 
对 于 7 ) 需 设 5x% 阵 4,， nxy 阵 C,， txm 阵 B 及 mx 


和 阵 必 . 由 定 义 得 
QuB 0 1eD 1 cisD 
BB … | 区 "0 | 
fuBD . f1,BD fi fi 
- sss es [jee 
fo fp 
?一 了 2,...,.8 
2) 


(ASB).(C&RD)= 


Pm 
ie 


fuBD . f.,BD 


这 里 f= ancis+ 0i2621 十 十 GrnCng ( 
由 此 (f = AC, 从 而 得 
(AZB)(CECD)= (A408 (BD). 
再 证 12) 设 让 4=7,fkB=b, 于 是 有 下 列 8 阶 可 道 扬 阵 
P ,nv 阶 可 逆 阵 @,t 阶 可 逆 阵 书 ，%w 阶 可 逆 阵 了， 使 得 


7 一 丁 今 ,2 


E. E, 
4=P( 上) )®. B=R( ,J7. 
从 而 得 
86% 


.下 


四 4 B , pnp 『 /可 E, , aT) 
B= (FN |( ,<( js ) ， 


长 (4 BB) = gd (人 ): 人 ) | 


=—r.b=rk(A).rk(B) 
得 3),5),7) 还 可 以 得 到 下 列 命题 
18) (FE4) 人 (CBEB)= (EI) ( AB) 
14) (A1+ A.)BBI+B)= ARB + AAGB, + A.WD, 
+ 4,0%b,. 
了 5) 4,B 可 逆 时 
(4%5B)-= AOE. 
18),14) 容 易 得 到 ， 至 于 18) 只 需 验 证 
(AWB)(A- HB)=E,,, 
其 可 ,事实 上 
(ADBI(AEB-!) =(44-)®(BB-!) =E,CE,. 


a ea 人 人 和 人 


1) 求 4*B 和 4%B， 
2) AB 和 4 名 B 是 否 可 逆 ， 著 可 泌 ， 求 出 其 赦 ， 


2 2 
/ 1) A* B= 1 
解 D) 4*B=(。。). (1 
2142 
| 224 
ASB= 
422 .i 
2412 


0 


2) 4w B 不 可 逆 《由 (1) 知 ) ,但 
(A B)-1= 4-1C2B- 


2. 证 其 
例 2 设 4,58,C 均 为 宏 等 阵 ， 延 明 42BC 也 是 也 
等 阵 . 
证 设 A 和 =4 为 nn 阶 方 阵 ，B?=B 是 w 阶 方 隆 ，C?= 
C 为 8 阶 方 隆 ， 则 : 
(4SDCLC)2= AB) C= A BEC = ADBOC. 
例 3 (北京 航空 学 院 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 %% 级 正定 : 
阵 4= (cy) 和 了 = (00)， 令 L=(2)， 其 中 
CI 一 GD， (7 一 .212) 【人 
那么 C 也 是 正定 阵 . 
证 实际 上 C=4* 585. 首先 C 是 实 对 称 阵 ， 由 于 已 是 : 
正定 阵 ， 从 而 存在 正定 阵 了 = (ty)， 使 得 8B8=7T'T， 则 
Di 一 1 人 十 tt 十 十 8 (2)， 
用 入 一 人 CO = Sb Nm, 
一 Bal Bs) (ts) | 
9 1 


| 


一 3| Dtut) (las%s) | 


| 


- 3 接 


X'CX= Sy', Ay, (3) 
t=1 


鞭 中 11， = (lr, bentn) (4) 
因为 4 正定 ， 由 (3) 知 C 半 正 定 . 
今 设 习 '= (2 ….2z。) 头 0、 若 能 证 得 其 一 个 y, 关 0 则 庶 


k3) 式 可 证 C 正定 ， 用 反 证 法 ， 若 
y=0 (k=1,2,.,7) (5) 


ti ta {nTi 
Y= (YY ) 一 : : : 


tots tonds oe tan 
一 (dliag(O 0) T 


一, 


由 于 了 可逆， 所 以 


diag(%, ‘W)C 一介， Xi 二 + 二 2% 二， 


这 与 下 鸣 0 矛盾 . 


82 广义 道 和 矩阵 
(一 ) 内 容 提 要 
4 .4 是 mxn 复 矩阵 ,如 果 存 在 %xm 复 矩 降 ,使 得 
1) AG A= 4, (1) 
2) GAG=0, (2) 
3) (AG)' = 4AG, (3) 
4) (GA4)'=G4. (4) 
症 称 G 为 4 的 一 个 Moorc 一 Penrose 广义 道 ， 简称 为 加 号 
地， 记 为 4 ， | 
2. 如 果 上 面 G 只 满足 方程 (1) ， 称 C 为 减 号 道 ， 记 为 
A-. 
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(二 ) 答疑 辅导 
工 ， 加 号 道 是 否 存在 ? 
答 4 是 存在 的 . 
事实 上 ， 设 4 是 四 xz% 和 矩阵 . 若 4=0， 易 证 4+=0， 
它 是 %nx mm 阵 ， z 
下 设 4 关 0, 且 I1k(4)=r+>0. 设 4 的 满 秩 分 解 为 4= 
PQ， 其 中 了 为 mxr 阵 , Q@ 为 rx% 阵 ， 且 
rk(P)=rkQ=7. 
今 
G=Y"(QY')-'(P'P)-P’ (5) 
由 于 ?+= 二 永 (Q@@')= 开 (PP)。 因此 (5) 式 是 有 意义 的 ， 
下 证 G= 41. 
1) AG A= PQLO(QY') (PP)P' PQ 
= PQ= 4, 
2) 类 似 可 证 GAG =G.， 
3) 4G0=PQE6(Q6)-ICB'P)-I5 =P(OP'P)-IB 
(AG)’=P(P’'P)-'P'= 4AG. 
4) 类 似 可 证 (GA)'=G4. 
钥 此 可 知 (5) 是 47 的 求法 公式 ， 
2. 4 是 否 唯一 ? 
答 ”唯一 . 设 C, 互 均 满 足 旭 -了 条 件 ， 下 还 和 = 也 
GGAG= (GA)'G= A'G'G= (AHAY'G'G 
-HA'AG'G-HAGAG=HAG=(HAH)AG 
=H(CAH)AG= HH'A4'4G 
~HH'A'G'A’ 
~HH'A'’=HAH=H. 
3 怎样 求 4 1 
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答 ”分 儿 种 情况 

1) 设 4 是 wx 可 逆 阵 ， 则 4+= 4-1. 

事实 上 ， 由 于 4-! 满足 财 一 P 条 件 ， 又 加 号 逆 队 一 . 
即 证 4+ = 4-1, 

2) 4 不 是 方 阵 ， 其 至 不 可 道 时 ， 我 们 通过 一 个 例子 介 
绍 4+ 的 求法 . 


设 1 1 
A=| 20 
_11/ 
因为 秩 (4)==2， 和 在 在 可 逆 阵 了 ,Q@ 使 
E, 
Pr4Q=( ) 
利用 初等 变换 
1] 0 : 100 
1 100 1 :-210 | 
20:010 0 11 
10 ;001 | 
: so ene | 1 : | 
1 0 ! i 
0 1 0 _] : | 
5 


0 0 -1 -1 
则 (6) 为 4 的 满 秩 分 解 ， 从 而 由 (5) 式 


4+=0'(00')-1(B'B)-1B = »): 


3) 若 4 是 实 对 称 阵 求法 可 给 出 公式 ， 由 于 存在 正 交 阵 
了 使 


0 1! 0 
(01) -| We 2)- BC. (0) 


A / 
| ~ ) (7) 
As 
/入 + 
nl | 本 F (3) 
和} 
U 当 入 二 0 时 
;一 
[1 当 N 半 0 时 ， 
事实 上 不 失 一 般 设 
[9 : 
| 
T-14T=| "0 | 其 中 一 1(A) ,hh 上 0 (19) 
: “0 


那么 令 G=Tdiag (站 ，…， 元 ,0…0)7' ,下 证 G 满 足 M-P 


条 件 。 我 们 只 验证 第 3 条 ， 其 余 类 似 可 证 . 
AG=Tdiag (Ms, ,hr,0%%0)T'Tqiag (rt ,0,20)T 
TdiagC, ‘1 ,0.0)T! 
(AG)'= 40., 
下 面 举 一 个 实 对 称 阵 的 例子 。 
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汗 
i» 
| 
na 
je 
je 
je 


先 求 出 4 的 8 个 特征 值 为 和 i= 和 二 0, 和 ==8. 
再 求 出 和 二 0 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
a=(—-1,1,0)’ a =(—-1,0,1)’ 


将 它们 正 交 单 位 化 得 
p:= 坷 ( - Y 豆 ,V 豆 ,0 ,B=B -V6,-V6,2 6 ) 
然后 求 出 和 =3 的 特征 向 量 
03 一 (3 ,了 ,1) ? 


单位 化 后 得 Bs= 刘 (WV 计 ,V ,WV 百 ). 理 令 T=(B1BsBs), 即 
为 正 交 阵 . 则 


| 
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A=Tdiag(0,0 机 
A+= Tdiag(0.,0, 3)T' = 可 4. 
4. 减 号 逆 是 否 唯 一 ? 1 0 
答 ”一 般 不 叭 一. 例如 4 ==( 则 记 有 逆 减 号 
0 0 
全 体 ， 
* 为 任意 数 | 


or 
2 0 i *\,] 0、 /1 0 
(， o ( 网 )(o 0 )- (0 9) 
从 而 讨 知 4 有 无 穷 多 个 减 号 道 ， 
5， 两 矩阵 4 和 如 等 价 ， 集合 4(1} 与 B01} 有 什么 关系 ; 
答 ” 设 4 和 B 均 为 m x % 和 矩阵 ，4 … 生 从 ， 印行 在 下 险 和 
% 阶 可 逆 阵 P,Q， 使 得 4= PBQ. 四 
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出 
CE 4f] < 全 QQCOCPEPBTITT (1) 
CE 4{]j< 人 4C4=4 
<>(PBQ)G(P BQ)=PBQ 
<>BQGP)B= BB<>QGP EB{1). 


6， 怎 样 求 减 号 逆 ? 
答 步骤 如 下 ， 
]) 先 求 可 逆 阵 P,Q@, 把 4 化 成 标准 形 ， 


设 秩 (4)=7, 则 P4Q=( ") 可 以 验证 


P AQ1{]) -1( 2 其中 D.C, 可 为 任意 逢 隆 ] (1) 


2) 由 上 面 答 疑 辅 导 4 和 5， 则 
40)={@ ( 2 ) 忆 其 中 避 ,C,P 可 任意 矩阵 } 


下 面 举 个 例 于 ， 设 
1  -] 2 
A= 
(。 28) 
] -1 2 ] 
2 2 3 1 


0 


强 志 当归 


{) 


(1 


Lo 


-8 -7 
0 
2 


| 


{) 


则 
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-3 -2 -7 
| 0 0 | Q= ( - ，】 
4 人 0 -1 

PAQ=8B. 


" ， 则 可 证 
0 1 0/ 


1 0 \ 
| 0 1 ja 
) 


束 率 


1 0 : / 
,eo z 


7， 减 号 逆 什 么 时 候 唯 一 ? 

答 ”4 的 减 号 逆 唯 一 的 充 要 条 件 是 4 可 逆 ， 

设 4 为 可 逆 阵 ,显然 4-:E 4{1}, 再 任 取 GE 4{1}, 4G4= 
4, 用 4-! 左 乘 ，4-! 同 时 右 乘 上 述 等 式 , 得 G= 4-1. 从 而 4{ 二 
= {4-!}), 

反之 , 设 4 是 zx m 信 阵 , 先 证 %=m. 事实 上 ， 若 % 守 汶 ， 
则 4 必定 与 下 列 三 种 矩阵 之 一 等 价 ， 


E, 0 pb, 

Bi=( 0 0 让 2 (8,,0),8,= ( 0 ) 
而 8,，B。，B。 的 减 号 逆 都 不 唯一 ， 从 而 4 的 减 号 逆 不 唯一 ， 
矛盾 ,所 以 m= 二 %w， 即 4 为 方 阵 ， 

再 证 秩 (4)=%, 若 秩 (4) =7<%. 则 4 与 B 等 价 ，4 的 减 
号 着 也 不 唯一 ， 了 矛盾 。 所 以 秩 (4) =%, 4 可逆 

8， 广 义 逆 与 线性 方程 组 是 否 有 解 之 间 有 什么 关系 ? 

答 ”可 以 证 有 明 ， 线 性 方程 组 4X=45 有 解 寺 >8= 4412. 


A{1}= 


事实 上 ， 设 a 为 4 =5 的 解 ， 则 
b= Aa=(AA*A)a= AAt( Aa)= AAt+Db. 
反之 ， 设 0= A416, 可 知 4b 为 4AX=5 的 解 
989， 能 不 能 用 广义 道 表 出 齐 次 方程 42 =0 的 解 空间 WW? 
答 “可 以 证 明 
W 二 {( 妃 ~- 444) 了 | 了 为 任意 列 向 量 ) (1) 
事实 上 ， 令 型 ={( 王 -4 4) 下 了 为 任意 列 向 量 }, 任 取 
a= (EZ- A4*A)B8E NM, 则 
Aa= A(E ~ A+A)B= (4- AA+A)B=0 
所 以 a€ WW， 此 即 和 GW、 : 
反之，YaE€ W .有 Aa=0, 两 边 左 乘 A* 
0=At':Aa 
,". a=(E- A':A)a€ M 
此 好 克己 并 . 故 忆 ) 式 成 立 . 
注 ”这 个 命题 告诉 我 们 ， 给 定 4 革 =0 后 ， 由 4 可 求 出 4 ,然后 出 
(1) 式 给 出 齐 次 方程 组 的 一 切 解 ， 只 要 让 工 跑 遍 一 切 列 问 量 ， 


另外 ， 在 高 等 代数 中 ， 只 能 给 出 齐 次 方程 的 解法 步骤 ， 不 能 贫 出 
解 的 公式 .而 利用 广义 逆 矩 阵 可 以 给 出 解 的 公式 (1)， 


10， 齐 次 线 方程 组 4 有 =0 有 了 唯一 解 的 条 件 ， 能 否 由 广义 
逆 给 出 ? 

答 可 以 证 明 : 

AX=0 有 队 一 解 志 >EE=At+A4. (2) 

设 4X= 0 有 队 一 解 0. 若 4+4 志 届 , 则 已 ~ 474 直 0, 由 上 面 
(了 ) 式 知 ， 存 在 P 了 千 0 而 (五 ~ 4+4) 了 =0. 这 与 4X=0 有 唯一 
解 艺 盾 ， 

反之 ， 设 马 = 4+4. 则 加 -~- 4+4=0, 由 (1) 式 可 知 W=={0) 

i. 有 解 的 非 齐 次 线性 方程 组 4X=5 的 解 集 有 卫 ， 能 否 
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用 广义 逆 表 出 ? 


答 “ 可 以 证 明 ; 

昌 ={4+6+( 轧 - 4+4)Y| 了 为 任意 列 向 量 }. (1) 
实际 上 ，AX 8 的 解 ， 可 由 4X 一 5 的 一 个 特 解 加 沉 4X=0 
的 一 切 解 而 得 出 ， 


由 本 节 答 疑 辅 寻 8 可 知 ，4X=5b 有 解 时 4'5 是 它 的 一 个 
等 解 ， 而 由 上 面 答疑 辅导 9， 从 而 可 证 得 (3) 式 . 
]2. AX= "有 改 “ 解 的 条 件 怎 样 ? 
答 ”可 以 证 明 ， 
4X =D 有 险 一 解 所 人 > 无 =44+4. (4) 
实际 上 / 
A4X=b 有 了 唯一 解 才 汪 A4X = 二 0 仅 有 堆 解 
<—>E=At4, 
13. 有 解 的 非 齐 次 方程 组 44=2 的 解 集 好 是 否 还 有 其 已 
表达 式 ? 
答 还 可 证 明 ， 
={COCE A{1)}}) (5) 
设 a 为 4 和 =b 的 解 ， 则 Aa==5, 令 M={GbI GE 4{1}} 
vGLEM, 则 
z A(Gb) = AG (Aa) = (AGA)a= Aa=b 
所 以 GbE 吕 . 即 证 MEH.， 
反之 ， 取 4 三 p 的 任 一 解 和 4 ， 下 证 它 可 以 表 为 C 的 形 
状 . 
设 *& (4) = , 则 存在 可 道 阵 忆 ,Q- 使 


P-iAQ”! =-( 1 ， ) 
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| | ”)e* ” 


由 (6) 式 知 
jE, 0 
(0 0 )( y )-( 7 )*0 
得 到 了 := 2Z1 守 0,22=0, 
令 | " re" (8) 


其 中 C,D, 了 得 定 ， 使 X= 二 Gb. 
取 C=0,F=0. 若 X=G5, 则 


» 7 bb. 
ou (po ) PY (po)z) (9) 
从 而 
Yn\_/ Eb, 
( y,)( D 0 )( 7 ) | | (1 


这 样 了 ,一 DZ1。 令 : | 
2 = (aa)， 因 2%0， 设 o%0， 再 将 六 写成 列 


问 量 
D= (DD,..D.,) 
DZ,=aDit+ .+aD, 
只 可 取 
1 ，，， 
D,=3-Y:, D,=0 (377) (11) 
由 Y,= D2. 
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因此 选 C=0, F=0, DD 满足 (11) 式 ， 即 有 (9) ，(]0) 
两 式 成 立 ， 从 而 有 ?一 CD. 

注 给 出 有 解 非 齐 次 线性 方程 组 44=2， 可 以 先 求 出 
4{]}， 然 后 从 中 任 取 一 个 4-， 则 475 就 是 4 和 =5b 的 一 个 
解 ， 让 4- 跑 遍 4{1}， 则 42 跑 志 44 一 2 的 一 切 解 ， 

(三 ) 题 型 归 类 


1. 计算 广义 道 
] 1 3 
合 1 设 ] jE 
] 1 7 
馈 1 1 10 0 
] 1 |] 0 1 0| 
lj 1 1] 0 01 
0 0 
0 ] 0 
0 0 ] 
} 1 0 0 
0 0 0 -] ] 0 
000 -] 0 | 
] 0 0 | 
0 1 0 ] 
0 0 1 
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0 0 -1 1 0 
~-】 0 1 
i， Hoe 
本 -1 -1 
0 人 
(} ; 


D FF 

2:. 证 明 广 义 逆 的 性 质 

例 2 设 4 是 实 矩 阵 , 证 明 ，1) (4*)*=4，; 

2) (4) + 一 (4+)7， 

证 1) 由 于 彭 诺 斯 方程 中 ，4 与 4 的 地 位 对 称 ， 因 此 
二 可 以 看 成 4 的 加 号 逆 ， 即 (4*)"=4. 

2) 令 革 =(4+)', 来 验证 也是 4 的 加 号 逆 ， 
A'XA'=A'(A')'A'= (44+ A)'= 4’. 
XA'X= (At)'A'(A')'= (A+)'. 
(A'X)=A'(A+:)'=(A*A)'= A+4 


[CN | 
4{1)=1 P'( j CT、，， D,,, fF,*, 为 任意 |. 


所 以 4 大 对 称 阵 ， 

邯 (A'X)'= A'X. 
类 似 有 (X4)=4. 
综 上 即 证 (4')*=(4')". 
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3。. 求 您 阵 方 程 的 解 
例 3 设 4XB=0 的 解 集 为 及， 则 . 
={S- A*A4SBB*|S 与 XX 是 同型 矩阵 } (1) 
证 令 (]) 式 右 端 为 吉 ， . 
va=S - 4*ASBB*E 有 A， 则 
A(S ~- A+tASBB+)B= ASB - ASB=0, 
有 a€ ,所 以 HCM. 
反之 ， 任 设 yE 六 ,， 则 A4yB==0， 从 而 4447 尼 B 一 月 
则 - , 
y=~y- A+AyYBB:E HH 
此 即 收 S 五 ， 所 以 (]) 式 得 证 ， 


83 广义 特征 值 
i 内 容 提要 
吕 4， 昌 都 是 入 阶 方 阵 ， 称 行列 式 : 
f COD=14- AB| - C1) 
为 4 与 B 的 广义 特征 多 项 式 ， 它 的 根 称 为 4 与 5 的 广义 特 


征 值 . 

2. 设 4， B 都 是 多 阶 方 阵 ，)。 是 4 与 的 一 个 广义 特 
征 值 ， 方 程 | ‘ ¢ 

(A -NBL=0 / (2) 

的 非 零 解 ， 称 为 4 与 关于 和 的 广义 特征 向 量 ， 

(二 ) 答疑 辅导 

]， 怎样 求 广义 特征 值 与 广义 特征 问 量 ? 

答 ” 下面 举 一 个 例子 ， 设 


] 2 2 1、 
. 4-(， 0): B=( 1 ) ). 
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先 求 4 与 8 的 广义 特征 值 与 广义 特征 向 量 . 
fs(0D=14-281=| 
2-A -A 
= (和 A+4)(N -1), 
和 1 二 ~ 和 ,和 2 一 1 为 4 与 BB 的 两 个 广义 特征 值 ， 
再 求 广义 特征 向 量 ， 当 和 = -4 时 ， 得 齐 次 方程 组 
1-2(-4) 2-(-4)\ w, 0 
( 2-(-4) _ 0) x )=( 0 ) 
得 到 线性 无 关 解 为 «a =(2，- 4 分， 即 关 于 人 人 =- 和 的 广义 丢 
征 向 量 为 ka (8 关 0 为 任意 常数 ) 。 
当 和 = 工时， 得 齐 次 方程 组 


LT 1/w, 0 
] 让 )=( 0 ) 
求 出 线性 无 关 解 为 B'=(]，])， 即 关于 = 了 工 的 广义 特征 卫 
量 为 LB(l0 为 任意 常数 ) 。 


再 求 8 与 4 的 特征 值 
fa AM)=1B-AAI= ~ (4\+1)(N% -1) 


则 ”Xs= ~ 寺 ， 和 4=1 为 8 与 4 的 广义 特征 值 ， 


由 此 例 看 出 ， 当 4，B 给 定时 ，4 与 8 的 广义 特征 值 及 
8B 与 4 的 广义 特征 值 一 般 是 不 同 的 ， 

2， 当 4，B 为 % 阶 方 阵 上 时 ， 它们 的 广义 特征 值 的 个 数 
是 否 有 限 ? i 
答 只 要 ,5(%) 不 是 怜 多 项 式 ， 则 4 与 如 的 广义 特征 
值 的 个 数 专 %， / 

3. 广义 特征 值 与 广义 特征 向 量 有 什么 关系 式 ? 

答 设 入 为 4 与 8B 的 一 个 广义 特征 值 ， 其 相应 广义 特 
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征 疝 量 为 &， 册 i 
Aa=\Pa., (1) 
事实 上 ， 因 为 
(A- MB)a=0 
移 项 即 证 (1) 式 ， 
4 什么 条 件 可 使 广义 特征 值 转化 为 普通 特征 值 ? 
答 当 B 可 逆 时 , 求 4 与 B 的 广义 特征 值 f4.,(%) 可 转 
化 为 求 48-! 的 普通 特征 值 ， 事 实 上 
0 一 fs(X) 三 14-783 一 14B8 一 -和 2| 7， 
0= |) 必 -~ 47-!| 
5. 若 4， 中 能 同时 相似 于 上 三 角 阵 ， 它 们 的 广义 特征 
值 与 4，B 各 自 的 普通 特征 值 ， 有 什么 关系 ? 
答 ” 设 存在 可 逆 阵 二， 使 得 


di 性 
0 a 


tb 尖 : 
0 b, 


其 中 Ci 和 Di … , 分 别 为 A 种 B 的 全 部 特征 值 . 
则 


4 -147 = 


0=14-AB|=|T-1||4-XB1IT| 
= |T-14T - MT-1BT | 
qi ~ Mb!i z 前 


pi 
Ti 


“0 ga, ~ Ab, 
一 (03 ~ XD)(as 一 和 XD2 (an he Ab,) 
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四 此 可 昂 妆 B 可 逆 时 ，4 与 B 的 全 部 广义 特征 人 为- 


Gi , Qn 


bs 证 ， 2? b,* 
Mh 题 型 归 类 
计算 广义 特征 值 
pi 设 4， “多 为 * 阶 方 隆 ， 其 广义 特 征 值 的 个 数 是 
大 可 能 小 / 
jy] 2 yy1 1 
5 0 ) B=( | 
14- XB| = 3 和 -4 


2， 证 明 题 

例 2 .4， 8 都 是 实 对 称 阵 ， 且 B= CC' 为 正定 隆 ，( 为 
实 方 阵 ， 则 C-14(C')-! ， 全 部 普通 特征 值 就 是 4 与 互 的 全 
部 广义 特征 值 ， | 

证 8B 正定， 从 而 C 可 逆 ，C-1B(C')-!= 刀 ,这 时 ， 因 
C4(C')"! 仍 为 实 对 称 阵 ， 存 在 正 交 阵 D 使 


A 
An 
令 了 = (CD)-1D- 风 - T'=DC-!， 从 而 


i / 
4 了 一 及 4 | T'pT— 近 
As ] 


由 性 质 5 知 ，4 与 如 的 广义 特征 值 为 入,h,…XAn， 而 它们 是 
C-14(C')-! 的 全 部 普通 特征 信 ， 
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$4 M 算 隆 


(一 /内容 提要 
1. 设 4=(c) 为 % 阶 实 方 阵 ， 攻 满足 
qs>0 (>0) 7， 了 一 了 ,2 和 (1) 


则 称 4 为 正 《〈 非 负 ) 第 阵 ， 即 元 素 全 为 正 的 实 方 阵 称 为 正 
和 矩阵， 元 素 全 为 非 负 的 实 方 阵 ， 称 为 非 负 垂 陈 . 类 似 有 负 甜 
阵 与 非 正 和 矩阵. 

2. % 阶 实 方 阵 4= (4 ) 满足 干 面 三 个 条 件 称 为 型 阜 
阵 

1) al>0 《Yi 一 本 ,2 也) ， 

2) 0 和 0 (tj),2, j=1,2,...%) ， 

3) 4 的 一 切 主子 式 都 大 于 0. 
记 为 4EM， 

3. 满足 上 面条 件 1) ，2) 的 矩阵 4， 称 为 上 算 阵 ， 记 
为 A4EL. 

(二 ) 答疑 辅导 
1. 什么 叫 方 阵 4 的 谱 半 径 ? 
答 色 阶 方 阵 4 有 见 人 和 1, 和 a 令 
a= max{|N|,*…, | As|} 

则 称 。 为 4 的 谱 半 径 ， 记 为 p(4)， 换 锯 话说 ， 庶 半生 是 4 
的 特征 值 的 模 的 最 大 值 ， z 

2. 什么 叫 严 格 对 角 占 优 矩阵 ? 

答 设 4=(c) 为 纪 阶 复方 阵 ， 如 果 满 足 

lenl > lo =R, (一 人 他) 

则 称 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ， 

3， 当 p(4)<1 时 ， 五 ~ 4 是否 可 逆 ? 
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答 可 道 ， 因 为 p(4)<1L， 工 不 是 4 的 特征 值 ， 所 以 
(已 - 4 二 0， 吾 - 4 可 道 ， 
还 可 证 明 ( 见 张 远 达 《 线 性 代数 原理 ? Bp，406) 
( 玉 - 4) 一 一 下 十 4 十 4 如 十 (1) 
4. 设 4 是 非 负 年 阵 ， 当 p(4)<a，as0 时 o 媚 -4 是 
任 可 北 ? 这 时 (过 - 4) 是 不 是 非 负 先 阵 ? 
答 ”都 对 .因为 当 p(4)<a 时 ，a 不 是 4 的 转 征 值 ， 
lem ~ A4| 半 0，aE -4 可 天 。 其 次 | 
aE - A=a(E -8B) (2) 
其 中 B= 二 4. 由 于 p(4)<a， 所 以 p(B)<1, 则 由 上 面 (1) 


(#-#4) = = A*, (8) 
(gE - 4) -1!= 汪 (8 -B)-!= Di 4 ， (4) 
男 外 ， 由 于 和 4 是 非 负 和 矩阵，a> 汪 0, 由 (4) 式 知 (aB ~- 4) -1 


是 非 负 矩阵， 

5。 严格 对 角 占 优 矩 阵 是 否 可 逆 ? 

答 我 们 可 以 证 明 严 格 对 角 占 优 1% 阶 方 隆 4= (a4y) 的 
几 个 常用 性 质 ， 

1) 4 可逆 ; 

2) D=diag(a11, ,Con) 可 道 ; 

3) p(B8)<<1， 其 中 B=E-D-1i4. 

4) 4 的 特征 值 的 实 部 都 大 于 0. 

事实 上 1) 设 4= (ae ,as), 其 中 w 必 为 4 的 列 向 量 . 
四 反 证 法 ,车 14| =0, 则 a,…,as 线性 相关 ， 存在 一 组 不 全 
为 0 的 数 ,…,K,，、， 使 得 

Kmi+ + ks =0 
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令 1=max{ |，…,1k|}， 不 失 一 般 ， 设 1=1k,|， 则 | 


a = Da (1) 
于 
由 (1L) 有 
SA 

Cit | 元 ja (2) 


| asi| < 这 的 。 WA 二 之 | 0 . 
这 与 假设 严格 对 角 占 优 子 盾 , .所 以 1 4| 夺 0，4 可 逆 ， 
2) 由 4 是 严格 对 角 占 优 ， 所 L 
asl> lol>0 
这 样 a 三 0G2==1,2,…, 1)， 从 而 D 可 族 ， 
3) 设 B=(5,)， 设 入 为 的 任 一 特 征 值 ， 则 由 p .208 


圆 盘 定 理 知 
[0 二 他 | 2 (3) 


人 人 


Gdnn Gnl "** Uns 


0 好 12 din 
Ql11 1 
G2 0 .2 
(022 Q22 (4) 
_ On _ Cdn2 ,, 0 
Gin Onn 


由 (3)，(4) 两 式 及 4 严格 对 角 占 优 ， 则 
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和 Js 习 | -天 < 2 p(B)<]， 


4) 此 证 明 请 参考 张 家 驹 的 文章 “并 矩阵 的 一 些 性 质 ” 
《数学 年 刊 ，1980 年 ] 卷 1) 
6， 非 负 垂 阵 的 谱 半径 有 什么 主要 性 质 ? 
答 ” 设 4 是 非 负 和 矩阵 ， 则 
1) p(4) 是 4 的 一 个 特征 值 ， 邯 
Ip(A)BE -A|=0. 
2) B 是 4 的 任意 一 个 主子 式 ， 则 
p(B)<p(A) 


证 明 可 参考 ， 瓦 格 《 和 矩阵 迭代 分 析 》 一 书 (p，29) 

(三 ) 题 型 归 类 

1. 证 明 以 矩阵 的 等 价 条 件 

例 1 设 4=(a,;) EL， 我 们 可 以 证 明 下 面 一 些 条 件 是 
互相 等 价 的 ， 

1) A€ NM; 

2) 4 的 所 有 颖 序 主子 式 都 大 于 0! 

8) 4 可逆 ， 且 4-1 为 非 负 和 矩阵 3 

4) 若是 非 负 和 矩阵， 使 得 4=bB-~B， 则 p(B)<b， 
其 中 p(B) 为 B 的 谱 半 径 ; _ 

5) 存在 正 列 向 量 2， 使 42 也 是 正 列 向 量 ; 

6) 存在 主 对 角 线 元 全 为 正 的 对 角 和 矩阵 D， 使 4De 为 正 
列 向 量 ， 其 中 e =(1,1,.…])， 

7) 车 已 =diag(all 022, mgen)， B=E-D-14 则 p(B) 
<1; 

8) 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 大 于 0. 
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证 1)==>2) 是 显然 的 . 

2 一 > 3)， 用 数学 归纳 法 来 正 ， 

当 % 一 工时， 由 ai>>0， 所 以 4 可 道 ， 且 4 为 非 负 甜 
阵 ， 则 绪论 成 立 . 

归纳 假设 结论 对 多 - 工 成 立 . 设 4.-: 为 4 的 妈 - 工 阶 顺 
序 主子 式 ， 由 2) 的 假设 知 4,-i 存在 , 且 4,-1 为 非 负 算 阵 ， 
汉 


4，， 
4=(e ,) 
那么 
Es OAs ov /Bs - A,-1 
(4 外 B , 0 1 ) 
A | 0 
= 人 0 4 人 

两 边 取 行列 式 


14|=|4,.1| * 1ar, ~ 84.=-jol=14 1，4 
其 中 4=a。~ B64,-ia， 由 假设 | 41>>0，|4.-11>>0， 所 以 
4>0, 
由 (8) 式 得 


心 。- -1jA,_!: OE... - A,-ia\™! 
4=(_ 0 ( 了 0 )， 


(一 和 的 | er-! | (4) 
0 1 八 9 元 八 -84.31 


由 于 4EL，a，p 的 分 量 都 <0， 又 4,-| 是 非 负 矩阵 , 地 > 


0， 由 (4) 式 不 难 验证 4-! 为 非 负 和 矩阵 之 积 仍 为 非 负 和 矩阵 ， 
3) 一 >5)， 已 知 4 可逆，4-! 为 非 负 和 矩阵 ， 现在 令 = 
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/te，e! 二 (1,1,.…1)， 从 而 % 是 非 负 列 向 量 ， 且 4Z=e 仍 
是 正 列 和 癌 量 ， 

5)=>6). 已 知 存在 正 列 向 量 %==(%1,%2，，…，%,) ， 使 
42 为 正 列 向 量 .。 令 DD=diag(W1, Vo,…%)， 则 尹 为 主 对 角 线 
元 全 为 正 的 矩阵 ， 且 4De= 4% 为 正 列 向 量 ， 

6) 一 >8)， 设 在 在 主 对 角 元 为 正 的 对 角 阵 P= diag (2 ， 
22, ,dr)， 使 4De 为 正 列 癌 量 . 

AEL， 那 么 4DE 了 . 由 4De 为 正 列 向 量 ,证 明了 4D 
为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ， 再 由 于 每 行 乘 一 个 正 数 不 改 变 严格 对 
角 占 优 性 ， 因 此 D-' 一 diag (地 ，…,， 款 -) 为 主 对 角 线 元 为 正 
的 正 对 角 阵 ， 且 D-14D 仍 为 严格 对 角 占 优 拢 阵 ， 由 p.390 
答疑 辅导 5 知 D-14D 的 特征 值 的 实 部 都 大 于 零 , 而 4 的 特征 
值 与 D-147D 的 特征 值 相同 ， 从 而 4 的 特征 值 的 实 部 都 大 于 
零 . 

8)=—>4). AEL, au>0(it=4,2,.%%), quy<0(i wy)) 
取 定 常数 \> max{ Oil G22, Cos 令 AE - A=B. 可 知 8B 
为 非 负 和 矩阵 .由 p. 392 答 疑 辅 导 6 知 p(B) 为 B 的 特征 值 ， 由 于 
A4=AB-B, 所 以 

1(- p(B))E- Al=1(M- p(B))EB- (NE -Bb)| 

=(-1)"p(B)E -8B8|=0, 

这 样 入 -p(B) 为 4 的 特征 值 .再 由 8) 的 假设 入 -p(B8)>>0 其 
证 p(B)<=M\. 

4)= 二 >7). AEL， 令 D=diag(an,…,4as)， 则 DD- = 
jag Cn 下 D-14CE1 令 忆 = 五 -了 -4, 直接 验证 
妃 是 非 负 第 阵 ，D-14= 瑟 -如 由 4) 的 假设 知 P(ZCD) 天 二 

7)==> 3). 令 D=diag(qii, 922…0nn)， 由 A€L， 则 B 
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= 五 -了 -14 为 韭 负 和 矩阵 .由 7 了) 假设 知 p(B) 过 i， 从 而 和: 名 
~B| 0， 即 如 ~ BB 可逆, 由 p.390 答 疑 辅 导 4 知 ( 吾 ~B)-! 为 
非 负 矩阵. 又 
(EFE-B)-'1=(D-14)-!=4A-1D, A-!=(E-B)-iD-! 
( 妃 ~B)-! 为 非 负 和 矩阵，( 恕 ~ B)-1D-! 也 是 非 负 什 阵 ， 从 而 
4 是非 负 和 矩阵 ， 
] )=—>2)=—> 3) 一 人 5) 一 >6) 一 >8) 一 > 4) 一 >7) 一 > 8) 
这 就 证 得 3)，4)，5)，6)，7)，8) 互 相等 价 . 
7) 一 >41).， 任 取 4 的 一 个 正 阶 主子 式 ， 将 元 素 从 新 编 
号 后 ， 设 为 bl 机 biz, 
5-| :| 
b b 


显然 BEL. 令 D=diag(bi, ,bee), C=B-D"'B, 由 7?) 
的 假设 知 p(C) 二 1， 即 有 
0 已 -CI=1D-B .. {BlaO, 
此 即 B87! 存在 ， 
另外 ，BE 上 上，B 看 成 条 件 7) 中 之 4， 它 满足 7)， 而 ?) 

与 8) 等 价 ,, 从 而 B 的 全 部 特征 值 的 实 部 都 大 于 0. 设 和 4, 和， 

… 和 为 吾 的 全 部 特征 值 ， 当 和 为 实数 时 ， 则 入 >0. 当 入 为 
复数 时 ， 则 ReC 和 A)>>0， 且 和 也 是 B 的 特征 值 ， 和 和 >0. 

1B| = NN he>0, 

: 这 就 证 明了 4 的 上 阶 主子 式 |B|>>0。 此 即 所 成 立 ， 完成 了 
全 部 的 证 明 . 


35 ” 绿 合 题 
例 1 设 4,B 是 % 阶 实 方 了 泗 ，P，Q 为 % 阶 正 交 阵 , 且 
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A=PBQ, 证 明 ，4+= QIB+P 
证 令 也 =Q@'B*P'!， 因 为 
AXA= (PBQ)(Q'B:P') (PBQ) 
=P(BB+B)Q=PBQ= 4， 
XAX=(Q BIP') PBAQ) RQ'BP') 
=Q'(B+BB+)P'=Q'B+P'= 套 
AX=PBBtP’ 
所 以 (A 受 )'= 4 和 。 类 似 可 证 
(A) =XA. 
从 而 卫 为 4 的 加 号 逆 ， 即 证 4+ 二 =Q'B+P'. 
例 2 (云南 大 学 研究 生 入 学 试题 ) ” 设 4，B 都 是 正 害 
阵 ， 证 明 
]) 方程 1X4- 中 =0 的 根 都 大 于 0; 
2) 方程 1M4 ~ B81=0 的 所 有 根 等 于 1 的 充 要 条 件 是 4 
=B. 
证 1) 由 p.255 例 9 知 ， 存 在 实 可 逆 阵 工 ， 使 
7 47 =diag(a 4)，7 DBL 一 diag(D 0) 
其 中 a,，5, 都 大 于 0 (f=1],2,.…,%). / 
IT [|. IAA- Bl- ITI= 1AT'AT ~- T'BTI 


和 ai; -Db | 
= s | 
| Xcn — On | 
从 而 求 出 和 4 -8 的 特征 值 为 
bl ,br 
1 7 (mn 


都 大 于 0， 
396 


2) 显然 
1X4 - 8|=0 的 根 等 于 1<> 一 =] (2= ] ,2...%) 
<>1T'AT=T1'BT<->A=B 
例 5 (江西 师 大 ， 天 津 师 大 研究 生 入 学 试题 )” 若 3 是 
正定 阵 ，4 ~ 8 是 半 正 定 阵 ， 则 
1]) 1|4 -和 AB|=0 的 所 有 根 入 之 ]. 
2) 14| 宇 181. 

证 1) 2 正定 ， 存 在 可 道 阵 4， 使 六 DLL = 五 . 
1114- 人 (4 一 (一 瑟瑟 
=|1'(A4-B)T- (一 于 五 | 
因为 4- 召 半 正 定 ， 则 2 二 (4- 8B)7 也 半 正 定 ， 特 征 值 非 负 ， 

所 以 入 - 10， 即 入 >>1. 
2) | 0=14- NABI|=14B-' -ME|. {1) 
设 42- 的 全 部 特征 根 为 1.,… ,Wr 由 (了 ) 式 知 它 也 是 广义 
特征 值 ， 并 由 上 面 证 明知 
wi] (t=1,2,...,%) ， 
[A4B™ = 
1 4| 守 181. 


附 录 


北大 《 高 等 代数 》( 第 二 版 ) 新 增 习 题 的 解答 
1]。 [七 ，p.207,28 题 ) 用 两 种 方法 求 
1 1:;:1 1 
1 -1: 1 -1 


A= ee 
1 13 -2 
IT -1 :-] 1 | 
的 道 矩 阵 ， 
(1) 用 初等 变换 ; 
(2) 按 4 中 的 划分 ， 利 用 分 块 乘法 的 初等 变 换 ， 注 
章 各 小 块 矩阵 的 畦 点 )》 
解 (1) 具体 计算 读者 自己 去 做 ， 可 求 出 ， 
4-! 一 于 4. 


os 


EB B E 0 B B Eb 0 
(5 0 一 >(。 -25 pH) 
/L 0 寺 书 可 | 


一 一 > 
\ 0 -2B -天 E 
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2 
B-:  B-! B 8 
a DN- 
2，([J]jp，、207 ,29 题 ) 4， 分 别 是 %wWxm 和 加 xn 算 
阵 ， 证 明 
至 
及 入 


=|E,- AB|=|E。 -BAI. 


证 
EOUEB E 8B 
( | s (4 p)=( 0 p_ a8) ’ 
两 边 取 行列 式 得 
Eb, 8B 
站 =1B. -481. 
, ED0 E-BA 5 


( -an)-( 0 殖 


两 边 取 行列 式 


E, B 

4 玉 , 

([]]，p。207，80 题 ) 4，B 如 上 题 ，X 六 0， 证 明 
IE, AB| =N\"-"|\B, -BAI 

证 ” 见 p,200 例 6 Sylvester 公式 ， 

4、， [了 ],p.209，12 题 ) m x 色 矩阵 4 的 秩 为 >， 则 有 


m xy 的 列 满 秩 和 矩阵 了 和 nxm 的 行 满 秩 和 矩阵 Q@, 使 4= 
399 


=|E,.-BA|. 


3. 


PQ. 
证 ” 见 p.281 答 疑 辅导 ]( 满 秩 分 解 ) ， 
5，([ 刀 ，p.209,13 题 ) 4 为 mx% 复 矩阵 ，4= 了 PQ 
如 上 题 ， 则 
G=' (QV)-1(PP)IP' 
为 么 的 一 个 Moore-Penrose 广 叉 适 . 
证 4G4=(PQ)0'(Q9')-!1(P'P)-!P'(PQ) 
=PQ= 4. 
GAG=[0'(Q0')-1(P'P) PIPQLIO(QY') PP) LP'] 
0Q'(QO)- (PP) IP'=G. 
AG=P(B'P)-1P!' 
( AG )'’= (PB(P'B)-IP')'=P(P'P)-P'= AG. 
类 似 有 
(GA)'=GA. 
由 定义 可 知 G 为 4 的 一 个 Moore-Penrose 广义 道 . 
6. ([1]，p. 209，j14 题 ) 证 明 4 的 Moore-Penrose) 
义 逆 是 唯一 的 、 
证 ”人 先 引 入 一 个 记号 ， 令 4'= A. 那么 可 以 证 明 (48)” 
= B*4*. 下 面 再来 下 明 本 命题 ， 

设 G，JH 是 两 个 Moore-Penrose 道 ， 那 么 
G=(GA)G= ArGrG = (ArH®AR)GIG =— HAAGRG 
~HAGAG= HAG=(HAH)AG= HH®*A*AG 
= HH*A(G*Ar)= HH*Ar=HAH=H. 
7.《[1],p.828，27 题 ) 求 下 列 矩阵 的 最 小 多 项 式 


i ) 00 
CR 


] 0 0 


~ 


2) / | 8 -1 -3 1 
\ 


1 
0 
4 


2 一 已 ， 了 4+ 马 六 0， A-b 


0 
1) 设 | 0 
了 


的 最 小 多 项 式 为 g(%). 因为 
ww0， 所 以 g(A)= 和 ~1， 

2) 设 3 -] -3 1] 
-] 8 1 -8 
8 -1 -8 ] 
-1] 8 1 -8 


的 最 小 多 项 式 为 g(%). IB -BI=X, 
gg( 和 ) 上 只 有 4 种 可 能 : A， 入， 和 ，M。 由 于 4:=0, 因此 

9 (A)=A. 

5. ([J]，p. 398， 补 充 题 1) 证 明 ， 正 交 和 邱 阵 的 实 特 
征 值 为 士 工 

解 ”由 本 书 p.850 例 5 知 , 酝 矩 阵 的 特征 值 的 模 等 于 ] , 正 
交 阵 是 西 矩 阵 ， 从 而 有 实 特征 值 , 只 能 是 土 1. 

9，([ 轧 ，p。899，18 题 ) 设 4 是 一 个 妈 级 可 道 复 盾 
阵 ， 证 明 4 可 以 分 解 成 4=LL ， 其 中 必 是 本 和 卸 阵 ，7Z 是 一 
个 上 三 角 拢 阵 by fs bin 


DO 1 "on 
四 22 2 


B= 


0 OO 
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其 中 对 角 线 元 素 ti(t= 了 ,2,… ,wm) 都 是 正 实数 .并 证 明 这 个 
分 解 是 唯一 的 ， 
证 设 4=(al,…,a,)， 其 中 i,…,a 为 4 的 列 向 量 ， 
和 可逆， 则 a1,0s,… ,as 线性 无 关 . 用 施 密 特 方法 正 交 化 ， 
A 
CI 一 oa 
—— (@2 ,B81) 
B:=0; - -一 一 一 一 人 
(B2, 8B! 
ee (1) 
_ .Ti (01,B) 
B= BB 
再 将 B, 单 位 化 ， 令 ” 
y= TB (i=1,2,.,%) (2) 


则 yy1,… ,ys 为 标准 正 交 基 。 再 从 (])，(2) 解 出 a 得 


= ty 


02 = t127y1 + to2ye (8) 


Os = tnyit tas yat + tanyn 
其 中 ,==18,|>>0 是 正 实数 。 将 (8) 写 成 矩阵 形式 为 


bi bis 0° tin \ 


0 ta … tan 
A= (0,) = (YY1 Ys) 


0 0 .bos 


ti11 宰 
令 U=(y1"y:), = ( “ ) 

0 ta 
为 上 三 角 阵 ， 故 
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4=0T, DD0'=0'0=， 即 吕 为 西 人 第 阵 . 

再 证 分 解 是 唯一 的 设 若 还 有 西 和 矩阵 0;, 了 也 使 4= 
UT,=UT, 那么 U0-10,=4T1i, 

不 难 证 明 西 第 阵 之 道 为 西 抢 阵 ， 本 和 插 阵 之 积 为 酉 矩阵 

( 见 p.364 例 8) . 则 UV-D, 为 西 和 矩阵 ， 从 而 了 TILi!1 为 西 

矩阵. 

另 一 方面 ， 令 了 ,= 了 Ti:!， 则 荆 , 是 上 三 角形 ， 且 为 本 
矩阵， 了 与 ,的 主 对 角 元 都 为 正 实数 ， 从 而 了 i! 主 对 角 线 
元 也 是 正 实数 ， 了 , 的 主 对 角 线 元 也 是 正 实数 .再 设 


bi bn Cli'**Cln 
Ts={ | f= 
0 b,,/, 0 Cn 


且 了 ;1 的 主 对 角 线 元 也 全 为 正 实 数 . 由 于 了 了 是 西 矩 阵 ， 
75 = 了 -3， 则 


b,, 0 sa 
*, z 0 c 人 
rs =1;!1= 2 (4) 

b 


bi, seen/nn 


0 年 昌 二 志 昌 出 Can 


由 (4) 式 可 证 b=0(t wf), 所 专 了 2 一 dl8g (D11, D22**: 0s,»). 
再 由 了 ,为 西 矩 阵 ， 15,| = 二， 但 205 为 下 实数 ， 故 《一 
B=TTI!， 这 样 人 = 了 7 1， 
再 由 0-10,=TTi!= 忆 ,所 以 0U=0V,。 从 而 得 证 分 解 
是 唯一 的 ， 

10.([ 刀 ,pp.416, 1 题 ) VV 是 数 域 P 上 一 个 三 维 性 空 
间 ，s1, ass, 8s 是 它 的 一 组 基 ， f 是 上 一 个 线性 沙 数 ， 已 知 
f(s1t+ 82)=1, f(8s -28s)= -I1, f(set+s8s)= -5. 

求 了 (W181+ W283 十 W383)， 
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解 ” 由 假设 得 
1=f(8+8:) =f(81) +f (8;), 
-1=f(8s) -2f(8s), 
-3=f(81) 十 了 (es) ， 
由 此 可 以 解 得 js) = -8, f(ss)=9, f(es) =6 
f (W181+ W280 W383) = Wf (81) + Hof (82) + waf (83) 
~— ~ 8% + Ow, + Bws. 
ji。{[, p.416,2 题 ) VV 及 sssss 同 上 题 ， 试 找 出 
一 个 线性 图 数 f, 使 
f(s1+8s)=f(81 -28s)=0, f(sit+82)=1. 
解 0=f(81) +f(8s) 
0=J(81) - 2f(8;) 
1=f(81)+ f(s2) 
解 得 f(s81)==f(es)= 二 0， f(e2)=1. 
YHRiBiT+ W282 + Wa8s EV 
f (W181+ Wa82 + Wa8s) = Vif (81) + Waf (22) + Waf (88) = %,. 
12. ([ 卫 , p.416,3 题 ) 设 81, 82, 838 是 线性 空间 Y 的 一 
组 基 ，fi, fs,f 是 它 的 对 侦 基 ， 
Ul=81~8ss G2=81+ 869+ 88, Ws = 82+ 68 


试 证 ai, az, as 是 六 的 一 组 基 ， 并 求 它 的 对 偶 基 (用 用,f, ff， 


表 出 ). 
解 设 
(Qiasas) = (e18268)4, 
1 0 
中 | o 1 1 
-1 1 工 


因为 | 和 4| 冯 0， 因 此 a1，0:，Qs 线性 无 关 ， 从 而 为 VF 的 一 组 
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基 ， 
议 91,92,93 为 Q1, 02, 0 的 对 侦 基 .那么 
(919293) = (fifof 9) (A')-! 


0 1 -1 
aa 1 一 


.—1 1 -1 
即 
91=f2- fs,， 92=f1-fet+fs, 9s= -fit2fs— fs. 
13，([ 力 ,p.417 4 题 ) 设 V 是 一 个 线 伯 空间, fi, fo， 
…f ,是 V* 中 非 零 向 量 ， 试 证 ， 存 在 aEV， 使 
f(a)0 i=1,2,...,8., 
证 对 s 用 数学 归纳 法 ， 当 8s=jJ 时 ,， 广 是 站 的 非 零 向 
量 ， 即 妨 不 是 堆 国 数 . 存在 aEV, 使 (qa) 二 0. 即 证 当 
s= 1 时， 命题 成 立 . 
“归纳 假设 结论 对 天 成 立 ， 即 存在 <cEy， 使 
f(a)=awO0, (i=1,2,...,k). (41) 
如 果 fe41(0) 二 0 则 命题 证 毕 。 若 fi41(4) = 二 0。 但 fi;i 不 是 
零 羡 数 ， 因 此 存在 6E 使 VW， 


设 f.(8)=4, (2= 1,2,...,k) (3 ) 
可 选 数 c 六 0， 使 
G+cd a0 (t=1,2,...,k) (4) 


令 y=@+cB, YEV, 
f(y)=f (a) tcf(B)=a ted 0 (t=1,2,..,k) 
frriCy)=frria) + cfrri(B)=co 0. (5 ) 
]4.。([ 卫 ,p.417，5 题 ) 设 wu Qs,…, a: 是 线性 空间 六 中 
非 零 向 量 ,， 证明 有 fEV* 使 
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Fa) 二 0 1=1,9,..s8, 

证 因为 了 人 宕 中，00 os 是 非 零 向 量 ， 则 @1**,…， 
ce** 是 了 ** 中 非 零 向 量 ， 又 Vt* 二 (V*)*， 因 此 Qa1**,… 
cx。 ”是 (7 ”) ”上 非 等 向 量 ， 由 上 题 知 3fE V*， 使 

oa**(f)=0, (t=1,2,.,..,8). 
这 样 有 
0=@s (f)=f(0). (i=1,2,.,8). 

15,([ 了 ,p.417.6 题 ) V=Prlsgjs, 对 p(w)=co+ cm 

十 C202EY 定义 


] 
Piz(z))= | p(2)co 

2 
fa(p(z))= | HACALA 


fp (8)) =| PACDLE: 


试 证 f1, fo, fs 都 是 VV 上 线性 函数 ， 并 找 出 VV 的 一 组 基 
Pi1(82), pe (10), ps(1) 人 使 f), f2, fa 是 它 的 对 偶 基 . 
证 人 先 证 有 EV*,， vp(w),9(%)EV，kEP， 有 


fCp Cw) + sw))=| (p(2) + 9(0)) dg 


1 1 
=| p(w)dw+| g(t) ads 
0 0 
=f1(p(%)) + fi(g(w)). 
fi1(kp (2)) =| kp(w) ds=k | p(s) ds=rfip (0)) 


类 似 可 证 fo, faEV*+， 即 fi, fi, fs 是 VV 上 线性 消 数 ， 

设 D1(%), pa (ww), Fa (VO) 为 V 的 一 组 基 ，f 了 ,fo, fs 是 它 的 
对 偶 基 ， 

设 p1(w)==co + C1w+ Ca， 则 
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fi(p1(8))=1, fol(p1(8))= fs (p12))=0, (1) 
由 (1) 式 ， 算 出 积分 后 得 


Co+ 5 01+ BC 一 1 


| 2co+2ci 十 误 ca=0 (2) 


1 1 
Cot+ -a oi -=0 


; 2 
解 得 co=c1=1，cs= - 5 ， 因 此 


pi1(82)=i+w— Dt, 
类 似 可 得 1 


?2(08) 一 一 言 十 训 o， 


1 1 
Ds (YX)= — to Dt. 


1， 1=2; 
f(p1(%)) = ja 


因此 下 2, fs 为 D1,p2,Ps 的 对 偶 基 ， 
16.([i]，p.417，7 题 ) 设 V 是 一 个 % 维 欧 氏 空间 ， 
它 的 内 积 为 (9, 6)， 对 六 中 确定 的 向 量 a， 定义 ”上 一 个 沙 
数 a*， 
a*(B)= (a, 8) 

1) 证 明 a* 是 ”上 线性 图 数 ; 

2) 证 明了 到 站 * 的 映射 a 一 a* 是 了 到 站 * 的 一 个 同 
构 上 映射 . 〈 在 这 个 邮 构 下 ， 侈 氏 空 间 可 看 成 自身 的 对 偶 空 
Em 

证 1) a* 是 VV 到 实数 域 R 上 映射 , 因此 a* 是 上 疯 
数 ， 
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v8,yYEV, KER， 则 
a (B+7Y)=(@,B+ 1/)=(a,B)+(a,Y) 
~a*(B)+a*(y), 
a* (KB)= (a, KB8)=k(a, B)=ka (8). 
即 证 a* 是 上 上 线性 函数 ， 

2) V* 是 VV 上 一 苇 线 性 函数 全 体 ， 令 

pl(a)=a*, (YaEV) 
则 9 是 V 到 V* 的 映射 . 

先 证 9 是 单 射 ， 若 9p(a)=p9(B6)， 则 a*=B*， 
ao*(a)=(a,0)=B8*(a)= (a, 8B), 
oa*(B)=(a,B8)=B8*(B8)= (8,8), 

(a~B,a-B8B)=(a,0a)+(8,8) -2(a,8)=0, 
a= BB. 
再 证 9 为 满 射 取 V 的 一 组 标 人 能 正 交 基 为 81,…, so 再 
设 请 , …, 放 ,为 它们 的 对 偶 基 . 
vf=kfit.+k fr EV*, 令 a=jsl 二 … 十 jsss， 则 2(a) 
= 一 了。 从 而 得 证 9 为 满 射 ， 
因 9p(a) =a*， 下 而 证 有 明 f=a* 即 可 ， 任 取 
B=lsit+ +l,8s EV, 
由 f1,…, fs 为 81,…, er 的 对 偶 基 ,所 以 
fCB)=Uuf(e) tt hf (ss)= Elit. + kl. (1) 
o*(B) = (a, 有) 


= (Bhs, Dles)=hltmthl, (2) 
由 (了 ), (2) 两 式 及 8 的 任意 性 , 故 p(a) ==a+=f. 


最 后 证 明 9 为 同 构 映射，va, 6, YEV， KER， 则 
(a+B)*(y)=(a+B,7)=(0,7)+ (8,7Y) 
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=a*(y)+B*(y), 
p(t+B)=9(0)+ p(B8). 
(Ca) (8)= (Ka, B)=k(0, B)= ka*(B) 
p(ka)=kg(a). 
这 样 了 eV*( 受 是 线性 空间 同 构 ， 又 是 欧 氏 至 间 同 构 ). 
17.([ 妇 ,pbp.417，8 题 ) 设 o 是 ?上 % 维 线性 空间 V 
的 一 个 线性 变换 ， 
1) 证 明 ， 对 站 上 的 线性 函数 了 ，fc 仍 是 VY 下 线 性 说 
数 . 
2) 定义 站 * 到 自身 的 映射 0* 为 : 
f—fo 
证 明 oc* 是 V* 上 的 线性 变换 . 
3) 设 81,82,…,8s 是 六 的 一 组 基 ，fi,,…, fs， 是 它 且 
对 偶 基 ， 并 设 o 在 s1…s。 下 的 矩 降 为 4, 证明,，o* 在 到 ， 
fs，…,f 了 下 的 矩阵 为 4. (因此 o* 称 做 o 的 转 置 映射 ). 
证 1) vaEV ,fo(a)EP,， fo 是 V 上 消 数 . 
Ya, BEV, Ek,LI€EP 
fo(kat+iB)=f(ko(a) + lo (8)) 


=kfo(a) +ifo(B). 
因此 fo 是 线性 函数 
2) VfEV*， 由 上 面 了 ) 知 o*(f)=foEV*， 因此 o* 是 
V* 到 了 * 变换 、 


Vf,g9EV*, KkEP 
o*(f+g)=(f+9)o=fotgo=o*(f)+o*(g), 
o*(pf)= (kf)o=k(fo)=ko*(f). 
姥 证 gc* 是 V* 的 线性 变换 ， 
3) 设 = (gy)， 由 假设 知 
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TB 一 0181 十 G2i82 十 十 GaiSn9 (7 一 工 ,2 和》 (1y 
设 
Gy (fi fi.) = fi, f,)B, 
其 中 B= (5,,)， 则 


o*(f;,)=01 f+ boasfst e+ of, (2) 
但 o*(f,)=f,o., 
fyo (ls)=f,(aue+ t+ den) = a (3) 


为 一 方面 
o* (fi) 8) 一 (Di 十 十 bf)(s) 一 Di， (4) 
0 一 Drr。 (一 切 ?, 1) 

即 证 B= 4A". 

18.([ 了 ,PP. 418,9 题 ) 设 V 是 数 域 吕 上 一 个 线性 
空间 。 有,…,f 是 VV 上 个 线性 函数 ， 
1) 证 明 下 列 集合 W={aEV|f,(a) =0, 1l<i<k} 是 V 

的 一 个 子 空间 ，W 称 为 线性 函数 j 1,…,f 的 零 化 子 空 间 ， 
2) 证 明 : 7 的 任 一 个 子 空间 首 为 某 些 线性 函数 的 零 化 

子 空间 . : 

证 1) f.(0) = 一 0，,，]<t<k， 所 以 0€E 玉 ， 到 非 空 
va, BE W ,LiEP， 则 对 一 切 认 tie) 
f(a+B)=f.(0) +f.(B8)=0, .a+BEW 

fila)=lf (0)=0, .. la€E W 

即 证 W 为 V 的 子 空间 . 

2) 设 V 为 VV 的 子 空间 . 设 s,…sx 为 了 的 一 组 

基 ， 再 扩大 为 了 的 一 组 基 81,…,8r,8r41,…,8ss 定义 

gf(igi 十 十 ?8) 一 六 ,18 1 十 十 ?8。 

则 Vi 是 9g 的 零 化 子 空间 ， 

19.([I 了 ,PP. 418,，]10 题 ) 设 4 是 PP 上 一 个 m 级 
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上 矩阵， 定义 P"*"* 上 一 个 二 元 函数 
f (X,Y)=t(X'AY) X,YEP™™". 

1) 证 明 f(X,Y 了 ) 是 天 "关上 上 的 双 线 性 函数 ; 

2) 求 f( 有 ,了 ) 在 基 Bi, Bis,…, Bis, 21, Boe,*…, Bs, 
下 的 度量 矩阵 〈 芝 表示 行 了 列 的 
元 素 为 1， 而 其 余 元 素 为 零 的 m x % 和 矩阵) 

证 本) vA,X, X,Y,Y, YEP™Y", ki, ks EP 

f(X, KY + Y,)=tr LX ACKRY! + ks,))| 
~—jtrX'AY, +k, tr A’'AY, 
一 /if 有, 了) 十 /sj (X,Y,) 
了 (1 十 1 YY)=tr(KX1 + Xs) AY 
一 Fi tr XAY +ks tr XIAY 
一 jif( 和 1 Y) +hkf (X,Y). 
印证 j( 忆 ,了 工 ) 是 双 线 性 函数 . 
2) 为 了 计算 f(y,Bi,)， 先 可 算得 


4 ll tin 
E', 4 再 一 | 了 | : IE, 
(7) : Gn!1 Unn 
(2) 
0 过 雪 中油 生 中 测 妆 0 。 
一 dri dus tin | 生 轴 本 芝 志 生 1 -je 
0 0 : 
(8) 
=auk,, 


f (By, Er)=tr(B f AB.)=| 


设 所 求 度量 矩阵 为 8 则 


Qu 一 3 
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Ge a1b "+ QE 
z 区 a2 ，… 1 
Qa anE wv annE 
其 中 避 为 % 级 单位 阵 . 
20.([ 了 ],， 忆 . 418，11 题 ) 在 P+ 中 定义 一 个 双 线 性 函 
数 (四 ,了 )， 对 玉 ==(t1, 2, W304) ,T= (Yi1, Ys, Ys,Y,). 
f(X,Y)= BY - Dway! + XY — 4242fs， 
1) 给 定 二 4 的 一 组 基 
gi=(1,.—-2,-1,0), ss=(1,—-1,1,0) 
gs=(-1,2,1,1), &=(-1,~1,0,1)., 
求 1f(X, 了 ) 在 这 组 基 下 的 度量 矩 隆 ; 
2) 另 取 一 组 基 0D7277n914 
(W172, Wa 4) = (81182,88,84)4 


其 中 
] 1 1 3 
了 -3] -1 
2 一 -3 1 -1 
1 -1 -3 1 


求 拓 和 ,了 ) 在 m4,m2,73,%4 下 的 度量 矩阵 . 
解 了 设 f( 王 ,上 上) 在 基 81,8,8s,54 下 度量 矩阵 为 4 
一 (cj)， 其 中 4 一 了 (8i8i)。 则 
4 7 -5 -14 
-J 2 2 -7 
4=-| 0-1 1 34 
15 4 -1b -2 


2) 设 f(X,Y) 在 基 1 723 13. 0 下 度量 矩阵 为 B, 让 
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-6 48 24 
-18 26 Jj]6 -72 


一 人 86 0 0/: 
21.，([1],，P. 418, 12 题 ) ” 设 六 是 复数 域 上 线性 空 
间 ， 其 维 数 % 宇 2，f(a,B) 是 上 一 个 对 称 双 线性 函数 . 
1) 证 明 VV 中 有 非 零 向 量 E 使 1(€,6)=0; 
2) 如 果 f(a,B8) 是 非 退 化 的 ， 则 必 有 线性 无 关 的 向 量 
¢， 满足 
1(€,n)=1, f(E,6)=f(7,n)=0., 
证 了 了 ) 由 [JP .418 推 论 ] 存 在 V 的 一 组 基 8&1,… ,ss 使 


» 和 
cx= 之 V8 B= 之 YB8: 


f(a,B)=%Y + + YY, (Or<%) (1) 
,, fla,a)=w1 +… 二 0#， (2) 
若 +=0， 则 任意 非 零 向 量 a, 都 有 f(a,9)=0; 车 +>0， 
fla,a)=23， 若 ?=i1i, 取 a=es 关 0 ,f(a,9)=0; 车 9Zi 
2， 则 令 a 二 te. 十 8:， 有 
: fla,a)=1+ B=0, 
2) 若 f(a,B8) 非 退 化 则 (1) 式 为 
f(a,B)=%Y + + WY 


i 

Ca ty 9 I VT 

(8,6)= (二) +( 7 号 ) =0= foo) 
| 
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1 了 
(上 7) 一 (sl,8) 已 ， 其 中 5= -人 ( 1 
可 知 6,m 线性 无 天， 

22.([]]， 已 . 449，J3 题 ) 试 证 ， 线 性 空间 上 上 双 线 
性 函数 f(a,B8〉 为 反对 称 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 aE 都 有 
f(a,a)=0 

证 先 证 人 要 性 ， 因 为 wEyY ， 由 定义 有 

fia,o)= -f(a,a), .. fla,a)=0. 
再 证 充分 性 . 任 取 a,8EV， 则 
0= f(at+B,a+pB)= f(a,a) +f(B8,B) 
+f(a,.8) +f(8,a) 
= f(a,B8)+f(B8,a) 

. f(a,B8)= - f(B8,a). 

28. (L511], 了 P.。4139,，14 题 ) 设 f(a,8) 是 ”上 对 称 
的 或 反对 称 的 双 线 性 函数 ，w, 6 是 VV 中 两 个 向 量 , 如 果 
f(a,B8)=0， 则 称 a,B 正 交 .再 设 玉 是 了 的 一 个 真子 空 
闻 ， 证 明 ， 对 EEK， 必 有 非 零 的 79EK +L(E) 使 f (71,9) 
二 0 对 所 有 aEK 都 成 立 ， 

证 1) 设 f(a,B8) 是 对 称 的 双 线 性 函数 ,把 它 罩 在 上 
上 也 是 .由 [1]P，412 存 在 KK 的 一 组 基 e1*…e:，, 使 了 在 这 
组 基 下 度量 和 矩阵 为 diag(d1,… ,4:)，. 再 令 

FE,e) 一 0 (t=1,2,..,1) 


€ 心 
9 一 可 el 十 … + de 一 & 


( 当 有 4 二 0 有 时， 则 删 去 s 这 项 ) 
则 mEK++L(E) 和 且 对 任意 4 二 m1el 十 … 二 mis8t: 人 EEK， 则 有 


fln,0)=f (et …… + 证 —E, MIB1+ + m81) 
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一 CI 十 十 0 — f(E, miert e+ mes)=0. 
2) 设 f(a,B) 为 反对 称 的 双 线 性 函数 . 
i) 若 对 给 定 的 EEK， 有 BEEK 使 1(E,B)0. 则 仿 
[11P. 415 定 理 6 证 明 ， 令 3 一 蕊 ， sS_1 一 人 C 使 
fl(e1,8-1)=1 
然后 将 1,2-1 扩大 为 六 + 上 (E) 的 一 组 基 81,8-1, ,8:8-+:， 
nm 使 
了 (ss 三 ] 一 2 
f (ss8h) 一 0 十 7 尖 0 
f(a,n)=0 a€EK +L(é) 
若 8 关 0, 取 7 =9 即 可 . 若 8 二 0,， 则 天 +L(E6) 的 基 为 sl 
51 ,8198-1, 令 7= 二 8-1, 由 于 6=81, KK=L(e-1,82,6-2， 
,B16-1) 对 任意 < 
f(7,9)=0 
ii) 车 f(£,B)=0 对 任意 BEK. 则 取 ”= 上 即 证 ， 
24，([11, P. 419 题 ) 设 V 与 f(a,8) 如 上 题 ,上 
是 了 的 一 个 子 空间 ， 令 
K!={aEV|f(a,B8)=0, vBEEK)} 
1) 试 证 ，K+ 是 了 的 子 空间 ，(Kt 称 为 用 的 正 交 补 ) 
2) 试 证 ， 如 果 KNK+={0}, 则 V=R+K". 
证 1) 对 YBEK， 有 
f(0,8)=f(0.0,8)=0.f(0,8)=0. 
所 以 0€E K+，K: 非 空 . 
Vai,02E K!，YkEP ( 数 域 ) ， 对 VBEK， 则 
f(a ~ a2,B)=f (0,8) - f(a,B)=0, 
f (Ka,B)=kf a,B)=0. 
所 以 ai - asE K1,，Koay€E K+ 则 K+ 是 六 的 子 空间 . 
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2) KK 十 KiCV 是 显然 的 ， 若 KK 二 VV， 则 定理 证 毕 , 否 
则 ， 设 天 是 中 的 真子 空间 .。Y7ET ,， 若 7yE 五 则 证 毕 . 车 
?全 攻 ， 则 由 上 题 存在 非 零 的 7E 十 L(y) 使 得 

f(n,0)=0, yat kK. (1) 
此 即 7%EK+, 但 
n=B+ky BEEK, KED, (2) 
显然 0. 因为 车 X=0, 则 B86=7KNK7={0}, 则 6=7 
二 0， 蔬 盾 。 故 丰 0， 由 (2) 式 


y= 疡 B+ TnEK+K!. 


所 以 VCK+K!. 证 毕 . 
25，(f1]，P.419，16 题 )” 设 V，f (oe,B8),K 同上 题 ， 
并 设 f(a,B8) 限制 在 太 上 是 非 退 化 的 , 试 证 : Y=K 人 AK? 
的 充 要 条 件 是 f(a,B) 在 ”上 为 非 退 化 的 . 
证 ” 先 证 必要 性 ， 设 
f(a,B)=0 对 任意 BEV (1) 
下 证 a=0., 
二 0 十 Go， 其 中 01 EK, GsEK!. YBEK 
0Q=f (a,8)=f 了 (0,8)+f (a,B8)=f (0,8B) 
由 于 在 天 上 非 退 化 ，ai=0. a=0.€&. 
另 一 方面 (K!)+=K，Y YEK! 由 (1) 式 知 
0=f (a, 7) 
所 以 _aE (Kt)1=K,， 则 aEKNK', 但 由 假设 ENA = 
{0} 故 a=0. 
再 证 充分 性 设 aEKNK+, 车 oy0,， 则 由 0 可 扩 
充 为 下 的 一 组 基 a1,02,…,0m， 由 于 01€EK， 则 
fea)=0 (f=1,2,.,.m) 
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无 论 f 是 对 称 或 是 反对 称 ， 也 有 (6,01) =0， 从 而 了 在 六 
的 度量 矩阵 是 退化 的 ( 妈 有 一 行 ， 一列 全 为 9) ， 这 与 f 在 
K 下 非 退化 了 矛盾。 所 以 a1 二 0 此 即 KNK+={0}. 由 上 其 
得 V=K+Kl， 从 而 Y=KG@K1! 

26。 ([1]，P.419，17 题 )” 设 f(a,B8) 是 % 维 线性 
空间 了 上 的 非 退 化 对 称 双 线性 国 数 ， 对 了 中 一 个 元 素 a， 
定义 V* 中 一 个 元 素 0 1 

a*(B)=f(0,8), BEV (1) 
试 证 ，1) 到 * 的 映射 ”a->a* 是 一 个 同 构 映射 ; 

2) 对 了 的 每 组 基 s1,… ,s,s， 有 的 唯一 的 一 组 基 8;， 
…,8。 使 f(s,,8))=0,; 

3) 如 果 了 是 复数 域 上 1 维 线性 空间 ， 则 有 一 组 基 7， 
,nn 使 =n， “一 ] ,2 多， 

证 1) 由 [1，P.412 定 理 5 ， 存 在 了 的 一 组 基 81,…， 
ens， 使 得 了 (e8f) =%;， 其 中 

dj=0 (iI)), dF0 (i=1,2,..,%) 
由 (1》 作 出 相应 的 ef,…,s*E V*。 考虑 
大 8 十，… + js8*=0 (2) 
出 于 加 

0=— tye” (81) 十 …: 十 有 ss (81) 一 (ss1) ~ Kid 
明证 = 二 0。 类 似 可 证 ==…= 二 ,二 0， 有 即 si 87 线性 无 
关 ， 从 而 为 了 V* 的 一 组 基 ， 由 于 映射 9:4 一 a* 保 证 基 对 应 基 ， 
从 而 为 双 射 . 

任 取 4,6,YEV， 则 

plat+B)= at+B)*, pa) + p(B)=a*+pB" 
(a+B)*(7)=f1(a+B,Y) 
= 了 (8%,7)+f(B8,7)= (a*+B")(Y) 
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(a+B)*=a* +B8B*. 
类 僻 可 证 (Ka)*=Ka*， 因 此 910->a* 是 同 构 有 上映 射 ， 
2) 对 % 用 数学 归纳 法 ， 当 %*=] 有时，f 非 退 化 ，f (81， 


ei) = 4 类 0， 令 e'= 闻 81 即 证 结论 成 立 . 
归纳 假设 结论 对 2- ]j 成 立 ， 即 由 Bl**En-1 可 求 8,， “* 


8,.，， 使 
fle,8)=0 (2,7=1,2,..,%—1) (1) 
其 中 
84=1 ， (人 
] (#7) 
再 证 % 时 ， 令 
3 一 一 [j (esl)e 十 … 十 (eer-1)8.， ,|. (2 ) 
由 (1) 式 可 证 
f(s,8)=0 (i=],2,..,%~-1) (3) 
由 (3) 可 证 


f (es.) 一 0 二 0. (4) 
否则 ， 若 f(s,,e') 二 0， 再 由 (3) 式 ， 则 
f(a',8)=0 vBEV 


但 了 非 退 化 ， 所 以 s'=0, 矛盾 . 从 而 (4) 成 立 ， 再 用 二， 


代替 s,， 仍 记 为 8.， 则 
f(8,,8.)=0 (2=1,2,..,%) (5) 
由 (1)，(5》 即 证 结论 对 %* 也 成 立 ， 
3) 在 复数 域 中 ， 存 在 一 组 基 m1,…,”m, 使 了 在 这 组 基 下 
度量 矩阵 为 单位 阵 ， 即 
让 (0 一 94 
令 四 =7 一 7 则 
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Ti. 


fm,n,) =0, 
27。([1]，P.419，18 题 ) ” 设 V 是 对 于 非 退 化 对 称 
双 线 性 国 数 1(a,B) 的 % 维 伪 欧 氏 空间 . VF 的 一 组 基 &1， 
…, 8» 如 果 满 足 
f(s,,8,)=1 =] ,2,.,»; 
f(s,,8.)=—-1 i=p+],,%; 
f(e,,8s)=0 + 关 了 . 
则 称 V 为 一 组 伪 正 交 基 ， 如 果 玉 上 的 线性 变换 c 满足 
fl(oa,oB)=f(a,B8) a,BEV (1) 
则 称 oc 为 Y 的 一 个 伪 正 交 变 换 . 试 证 ; 
1) 伪 正 交 变 换 是 可 逆 的 ， 且 逆 变 换 也 是 伪 正 交 变 换 ; 
2) 伪 正 交 变 换 的 乘积 仍 是 伪 正 交 变 换 ; 
3) 擅 正 交 变 换 的 特征 值 等 于 工 或 - 1 
4) 伪 正 交 变 换 在 伪 正 交 基 下 的 矩阵 工 满足 


1 
2 | 
: 1 | 


- ] | 


| 


| 


证 1) 由 于 ff 是 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 ， 存 在 一 组 基 
si,… ,En， 使 f 在 基 sites 下 度量 矩阵 4=diag(di, ds， 
,QQ ) 其 中 diQd2….d, 尖 0. 

设 o 为 了 的 伪 正 交 变 换 ， 因 为 

oV 一 忆 (os8l，……,C8en)， 
下 证 el, ,cs 线性 无 关 ， 事 实 上 ， 震 
jio8i 十 … 十 jsor8ns 一 0 (2) 
则 
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0=f(0,081)=f(kioet+ .+ hnger,o8i) 
=~kif(oe, ge) + .+ Rsf (gen,o81) 
=kif(81,8) + .+ kf 8,81) = Rid 
芍 ja 三 0， 类 似 可 证 大 =… 一 8 一 0， 则 oe1,…,o8s 线性 无 
关 ， 则 dim cy = 区。 从 而 wc (0) = 二 {0}， 即 证 o 是 单 射 . 在 
有 限 维 时 ， 单 射 即 为 双 射 ， 从 而 e 是 可 道 变换 . 
设 ca 的 道 变换 为 rc 一， 则 o 一 仍 为 线性 变换 ， 且 
Oo 一 rr， al 一] (3) 
对 任意 4,BEV， 有 
f(a,B)=f(lya,1B8)=f(oo ao 8B) 
=f(o a,o™'B) 
故 co” 为 伪 正 交 变 换 , 
2) 设 o, 开 为 V 的 两 个 伪 正 交 变 换 ， 则 To 仍 为 Y 的 
线性 变换 ， 且 对 任意 a,B8BEV， 有 
f(twoa,To8)=f(oa,o8)=f(a,8) 
即 zo 仍 是 伪 正 交 变 换 . 
3) 设 
dO0 “一 /7 
1(eus) = 0 -ig 
设 入 为 o 的 任 一 特征 值 ， 相 应 特征 问 量 为 
X 一 Ji8I 十 十 F8s0 
出 fl(oa,oco)=f(Ma, MN) 一 和 aa) 
f(a,a)=f(oa,o(a)) .Mf(a,a)= f(a,a) 
f(a,a)=h2d + +k2d3p0 / 
和 一 1 ， 入 二 十 1， 
4) 设 Qa,…,as 为 V 的 伪 正 交 基 ， 则 
fla,,0,)=1 t=1,2,...,9 
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A 和 


sm 


7 了 (ca ) 一 一 了 一 1 十 荆 ,和 
1(a ah) 一 0 (t 只 了) 
设 gla) 二 (qn…0s)T， 其 中 工 = (ty) 为 中 阶 方 阵 . 
则 
® OICI 一 四 101 十 ta102 十 十 tl1Cn 
1=f(gai,o0m) 一 级 十 十 坟 ,一 ( 绊 十 六 十 全 
0= f(gai, oa;) =titizt + tpilps 一 
(bpsrus1 tptr12 t+ et tnitns) 


一 1 一 了 (Gap ONp+41) = p+ 十 ‘tpips 


— (tp+up41t 二 tnp) 


-- ]=f(oas,00)= ti 十 +tpn 一 


(tp3nn 十 人 … 十 za 
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